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RESUMO 
Neste trabalho desenvolve-se um modelo de elementos fi 
nitos para o estudo dos problemas de: resposta transiente(linear 
e não-linear), vibrações livres (linear e não-linear) e estabi-
lidade dinâmica de tubos conduzindo fluido. 
Uti 1 i zando-se a descrição 1 agrangi ana atualizada do pri~ 
cipio dos trabalhos virtuais deduz-se a forma incremen~al das 
equações do movimento. Linearizam-se essas equações em torno da 
configuração de equilibrio e discute-se o problema de vibrações 
livres, mostrando-se que se o tubo tem extremidades fixas exis-
te uma integral do movimento, e obtêm-se as expressões do hamil 
toniano, do lagrangiano e do principio de Hamilton aplicãveis a 
este sistema. 
Usando-se uma generalização do quociente de Rayleigh ani 
lisa-se qualitativamente o comportamento dos auto-valores,com a 
variação de velocidade de escoamento e obtim-se previsões teõri 
cas sobre a estabilidade da posição de equilibrio. 
Mostra-se que, se a velocidade de escoamento e uma fun 
çao periÕdica do tempo ocorre instabilidade por ressonância pa-
rametrica e determinam-se as fronteiras dessas regiões. 
Utilizando-se o programa automãtico de cãlculo desen -
volvido, obtêm-se mapas de estabilidade para tubos com diversas 
condições de apoio, comprova-se a existência do ciclo limite de 
flutter em um problema de vibrações não-lineares de um tubo em 
balanço, e comparam-se as soluções linear e não-linear em um pr~ 
blema de resposta dinâmica transiente. 
i V 
SUMMARY 
In this work, a finite element model is developed to 
analyze: linear and non-linear transient response and free 
vibrations problems and dynamic stability of pipes conveying 
flui d. 
Making use of an updated lagrangian formulation for 
the principle of virtual work the incremental equations of motion 
are deduced. These equations are linearized about the equilibrium 
configuration and the free vibration problem is discussed, sho~ 
ing that an integral of motion exists when the pipes have fixed 
supports. Expressions for the hamiltonian, the lagrangian and 
the Hamilton's principle are then derived. 
A generalized Rayleigh quotient is used to study the 
influence of flow velocity on the eigenvalues behaviour, and 
theoretical estimates for the stability of the equilibrium 
position are obtained. 
It is shown that, for a periodic flow velocity, para-
metric resonance occurs and the boundaries of these instability 
regions are determined. 
A computer program was developed and used to get some 
numerical results namely: stability maps for pipes with differ-
ent support conditions;existence of a limit cycle flutter in a 
non-linear problem vibration, for a cantilever pipe; comparison 
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Este trabalho iniciou-se originalmente, [1] a [3] ,de 
estudos cujo objetivo básico era a determinação da resposta di-
nâmica de vigas sobre a açao de uma massa mõvel de comprimento 
finito, movendo-se com uma velocidade conhecida no tempo, e que 
procurava simular o efeito de um trem-tipo deslocando-se sobre 
uma ponte. Estes estudos constituíam uma extensão de trabalhos 
anteriores desenvolvidos por Yoshida [4]-[s], que analisara o 
problema considerando apenas massas concentradas. Um dos aspec-
tos abordados nestes trabalhos prendia-se â caracterização da 
influência da relação (comprimento da massa/comprimento do vao 
da viga) sobre os coeficientes de impacto (relação máximo deslo 
camento dinâmico/deslocamento estático) calculados para um tem-
po de travessia, ã velocidade constante, igual ao período fund~ 
mental de vibração, para ·o qual normalmente obtem-se a situação 
mais desfavorável. Observou-se [2],que ã medida em que se aumen 
tava o comprimento da massa,cresciam também os coeficientes de 
impacto e que quando a massa tinha comprimento infinito, a par-
tir de certo valor da relação (massa mõvel/massa da viga),o co~ 
ficiente de impacto era ilimitado. Em outras palavras, o deslo-
camento dinâmico crescia ilimitadamente com o tempo. Estes re-
sultados sugeriam, obviamente, algum tipo de instabilidade in-
troduzida,no sistema,pela massa de comprimento infinito movend~ 
se ã velocidade constante. Surgia um dado novo, interessante do 
ponto de vista acadêmico, embora de pouca aplicabilidade para o 
problema original {difícil imaginar trens-tipos infinitos atra-
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vessando uma ponte). No entanto, se este modelo matemãtico nao 
se adequava ãquele problema, ajustava-se razoavelmente bem,na r~ 
presentação do efeito de um fluido escoando continuamente numa 
tubulação. Para os coeficientes de impacto, não se encontrou na 
literatura, nenhuma referência com a qual os resultados obtidos 
pudessem ser comparados. Para o problema de vibrações induzidas 
em tubulações pelo escoamento de um fluido, verificou-se, post~ 
riormente, que o numero de publicações era surpreendentemente gra.'! 
de, a motivação inicial tendo sido criada na tentativa de expli 
carem as vibrações ocorridas na "Trans-Arabian Pipeline'', pres~ 
mivelmente causadas pelo escoamento do fluido; embora na refe -
rência ~] encontrem-se mencionados trabalhos anteriores, nos 
quais,este problema jã havia sido previamente pesquisado. Por ou 
tro lado, a intensa atividade de pesquisadores envolvidos nes-
ta ãrea, nos ultimas 30 anos, deve-se também ã possibilidade de 
aplicação destes estudos em projetos de tubulações de centrais 
nucleares, bem como ao prõprio interesse científico, jã que es-
te problema ê interessante, não apenas do ponto de vista matemã 
tico, mas também do ponto de vista f1sico, pois o mesmo envol-
ve a consideração de um sistema não-fechado [7],(no sentido de 
que diferentes partículas de fluido ocupam o interior do tubo em 
instantes diferentes), e representa um dos poucos casos em que uma 
força não-conservativa,do tipo ''follower force",pode ser facil-
mente simulada em laboratõrio. 
A influência dessa força sobre a estabilidade de um sis 
tema de tubos r1gidos articulados e acoplados com molas de tor-
çio,foi pesquisada por Benjamin [aj, que utilizando as equações 
de Lagrange, vãlidas para um sistema discreto nio-conservativo, 
deduziu o princ1pio de Hamilton e obteve a expres.são dessa for-
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ça não-conservativa. Neste mesmo trabalho,Benjamin,interpretan-
do o significado dos termos obtidos para o problema discreto,g! 
neralizou estes resultados para o caso continuo, mostrando que 
as deduções feitas anteriormente por Houssner [9] estavam incor 
retas,pois o mesmo utilizara a forma do principio de Hamilton 
aplicãvel apenas no caso conservativo. 
No trabalho [Q, seus autores ao analisarem o problema 
da massa mõvel, para o qual este mesmo principio havia sido uti 
lizado, chamaram a atenção para o fato de que a formulação apr! 
sentada era correta, enquanto a massa nao alcançava a extremida 
de do vao, e ao estender este problema para a massa de compri -
mento infinito, a formulação variacional conduzia automaticame~ 
te ã obtenção de uma condição de contorno natural, que represe~ 
tava exatamente a força não-conservativa identificada por Benj! 
min [aj. No tratamento numérico deste problema foi utilizado o 
método dos elementos finitos, e as integrações usadas para ge-
rar as matrizes dos elementos levaram implicitamente na consid! 
ração deste efeito. Resultados numericos,referentes a resposta 
transiente de tubos com escoamento interno,foram apresentados em 
[1]. Neste mesmo trabalho,alguns resultados relativos ã insta-
bilidade (''flutter'') de tubos em balanço,sujeitos a um escoamen 
to uniforme,foram comparados com resultados obtidos anteriormen 
te por Paidoussis Qo], que utilizou o método de Galerkin e a 
expansão da solução em termos das auto-funções do problema sem 
fluido, obtendo-se uma concordância bastante boa. 
Estudando-se a estabilidade de tubulações com extremi-
dades fixas, sob a ação de um escoamento uniforme, verificou-se 
que existiam valores de velocidades de fluxo (velocidades cri-
ticas) para as quais ocorria instabilidade por divergência(fla~ 
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bagem), o que comprovava os coeficientes de impacto ilimitados 
que tinham si do calcula dos [2]. Entretanto, resulta dos pouco co~ 
vencionais, em se tratando de sistemas supostamente consérvati-
vos, eram obtidos para valores elevados da velocidade de escoa-
mento, observando-se que nestas situações ocorriam a coincidên-
cia de auto-valores inicialmente distintos e posteriormente au-
to-valores complexos com parte real positiva. Alguns desses re-
sultados foram apresentados na referência [11]. Resultados nume 
ricos semelhantes já haviam sido obtidos anteriormente por Pai-
doussis e Issid [6], que introduziram a terminologia "couppled 
mode flutter" para definir este tipo de instabilidade. 
O cálculo teõrico exato da velocidade crítica (flamba-
gem) já havia sido feito por Movchan [12], que utilizou o mêto-
do direto de Liapunov no estudo da estabilidade de um tubo bi-
apoiado, demonstrando que a posição trivial de equilíbrio ê sem 
pre instável para velocidades de escoamento superiores ã veloci 
dade crítica. Este mesmo autor mostrou ainda que, para velocida 
des abaixo da velocidade crítica, os auto-valores associados ao 
problema de vibrações livres eram todos imaginários puros,e que 
as vibrações correspondiam a ondas mõveis deslocando-se ao lon-
go do tubo. Movchan demonstrou ainda o caráter giroscõpico des-
te sistema. O estudo da distorção dos modos de vibração,para d~ 
ferentes condições de contorno, foi feito depois por Nagules-
waran e Williams [13], que usando um esquema iterativo determina 
ram ''exatamente'' as freqüências de vibração e a variação dos mQ 
dos ao longo do eixo do tubo. Neste mesmo trabalho, os autores 
analisaram ainda o efeito da pressão interna na diminuição das 
freqüências naturais, comparando os resultados teõricos com os 
resultados experimentais,obtendo boa concordância para valores 
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afastados da condição de freqilência nula. 
O efeito de um escoamento não uniforme sobre a estabi-
lidade de tubos conduzindo fluido foi pesquisado por Bohn e Her~ 
mann Q~, que analisaram um sistema articulado constituído de 
dois tubos rígidos, observando que quando a velocidade de escoa 
mento tinha pequenas oscilações periódicas em torno de um valor 
mêdio, instabilidade paramêtrica e por ressonância combinatõria 
eram obtidas. Quando a velocidade mêdia aproximava-se do valor 
para o qual ocorria flutter â velocidade constante, as regiões 
de ressonância combinatõria passavam a ter grande preponderân-
cia sobre as de ressonância paramêtrica. Este mesmo estudo foi 
realizado em [6], [11], [15J e [16Jno caso de tubos elãsticos. Na 
referência [11],o mêtodo dos elementos finitos foi usado con -
juntamente com o mêtodo proposto por Bolotin [17] para a obten-
ção das fronteiras das regiões de ressonância paramêtrica, mos-
trando-se que para os tubos com extremidades fixas obtinha~se ins 
tabilidade para qualquer valor da velocidade de escoamento,o que 
não ocorria no caso do tubo em balanço. O estudo da influência 
de outros fatores ,tais como ,amortecimento .estrutural e amorteci 
mento viscoso, foi apresentado em [15], [6] e [16], sendo que 
neste ultimo trabalho são feitas comparações com alguns resulta 
dos experimentais. 
Na grande maioria dos trabalhos realizados nesta area, 
o tubo ê sempre analisado de acordo com a teoria de vigas e o mo 
vimento do fluido ê simulado como um conjunto de partículas mo-
vendo-se tangencialmente ao tubo. 
Outros tipos de modelos foram propostos nas referências 
[18] a [20] nos quais o tubo ê analisado usando-se a teoria de 
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cascas e escoamento potencial para o fluido. Os resultados ge-
rais obtidos com estes modelos indicam a existência de instabi-
lidade associada aos modos de casca, e quanto mais longo ou mais 
espesso o tubo ,tanto mais instabilidade ocorre rã nos modos de vi 
ga. A consideração de tubos curvos ou de seção variãvel pode 
ser encontrada nas referências [21] a [25]. 
A consideração de não-linearidade geométrica no modelo 
de viga foi feita na referência [26], que determinou a variação 
dos periodos de vibração com a velocidade de escoamento. Holmes, 
nos trabalhos [27] a [29], estudou a influência da consideração 
dos termos não-lineares, no problema da estabilidade de tuboscom 
extremidades fixas, mostrando que a única forma possivel de in~ 
tabilidade e por divergência, embora o modelo linear previsse ins 
tabilidade por flutter. E na referência [30] ,o autor, usando a 
descrição lagrangiana do principio dos trabalhos virtuais, de -
terminou a resposta dinâmica transiente não-linear comparando-a 
com a solução linear. 
Uma caracteristica comum a quase totalidade dos traba-
lhos citados anteriormente é que os estudos envolvidos nos mes-
mos relacionam-se sempre com o problema da estabilidade de tubu 
lações, exceção feita aos trabalhos [1] e [30], onde o problema 
de resposta dinâmica é também analisado. Além disso,soluções apr_Q 
ximadas sao quase que exclusivamente obtidas pelo método de Ga-
lerkin, com funções-testes assumidas em todo o dominio, ao pas-
so que em [l], [l l], [31] e [32] o método dos el ementas finitos 
é usado, possibilitando com o mesmo procedimento tratar diferen 
tes condições de contorno, apoios elãsticos, variação da seçao 
de tubulação, ou ainda analisar,por exemplo,tubulações continuas. 
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Neste trabalho desenvolve-se um modelo para a anãlise 
dinâmica de tubulações com escoamento interno, estudando-se os 
problemas de: resposta dinâmica transiente {linear e não-linear), 
vibrações livres {linear e não-linear) e estabilidade infinite 
simal, nas situações em que a velocidade de escoamento ê cons-
tante ou uma função periÕdica do tempo. 
No capítulo II são apresentados alguns resultados da 
mecânica dos meios continuos, objetivando-se fundamentalmente a 
formulação variacional dos problemas de resposta dinâmica e es 
tabilidade de corpos elãsticos. 
No capítulo III, usando-se as formulações gerais a_pri 
sentadas anteriormente, estabelece-se um modelo unidimensional 
para o estudo do efeito do escoamento do fluido sobre os movi-
mentos transversais do tubo. Utilizando-se a descrição lagran-
giana atualizada do princípio dos trabalhos virtuais deduz-se 
a forma incremental para o estudo da resposta dinâmica não-li 
near. Obtêm-se a equação de perturbação para a anãlise da esta 
bilidade infinitesimal da posição de equilibrio e_ discute-se o 
problema de vibrações livres em torno desta posição. Mostra-se 
que,se as tubulações têm extremidades fixas existe uma integral 
do movimento, que o hamiltoniano se conserva, demonstrando-se 
o carãter giroscõpico destes sistemas. Usando-se esta mesma for 
mulação,caracteriza-se a força não-conservativa gerada pelo e~ 
coamento do fluido, quando a tubulação tem alguma extremidade 
livre, obtendo-se o lagrangiano do sistema e a expressão do pri~ 
cípio de Hamilton. Usa-se o quociente de Rayleigh, coriforme S! 
gerido em [33] e analisa-se qualitativamente o comportamento 
dos auto-valores com a variação da velocidade de escoamento,ob 
tendo-se previsões sobre a estabilidade da posição de equili -
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brio. 
O capítulo IV trata da obtenção de soluções aproxima -
das dos problemas variacionais formulados no capítulo III, e o 
método dos elementos finitos ê usado para a geração dos espaços 
de aproximação. 
Para os problemas de resposta dinâmica transiente, e de 
vibrações livres,o algoritmo de Newmark [34J é utilizado para a 
integração do sistema de equações diferenciais incrementais or-
dinãrias de segunda ordem, resultantes da discretização de ele-
mentos finitos. 
Utilizando-se a expressao do lagrangiano, determinam-
se, para o sistema discretizado, as equações canônicas de Hamil 
tone discute-se algumas propriedades do problema de auto-valor 
correspondente. Nas situações em que a velocidade de escoamento 
é uma função periÕdica do tempo, as fronteiras das regiões de 
ressonância paramétrica são determinadas usando-se o método pr~ 
posto na referência [17]. 
Finalmente, no capítulo V sao mostrados alguns resulta-
dos numéricos e algumas conclusões são apresentadas. 
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CAPTTULO II 
DINÃMICA DE CORPOS EL~STICOS 
2. l. Introdução 
O problema geral da mecânica dos meios contínuos con -
siste em: dado um corpo e um sistema de forças atuando sobre ele, 
durante o seu movimento, determinar o campo de deslocamentos, o 
estado de deformação e de tensão. Respeitados os princípios bã-
sicos da mecânica, o modelo físico estarã bem representado mate 
maticamente se for possível estabelecer: 
i ) as equações do movimento do corpo; que correspondem as 
equações de equilíbrio dinâmico. 
ii ) as relações cinemãticas; relações entre deformação e 
deslocamento. 
iii) as relações constitutivas; relações entre força e movi 
mento. 
Dentro deste contexto situa-se o estudo da dinâmica de 
corpos deformãvei s; e em particular, daqueles constituídos de ma 
teriais elãsticos lineares. As soluções em ''forma fechada'' des-
tes problemas, sõ são possíveis em situações particulares. Com 
isto torna-se necessãrio a busca de soluções aproximadas, e uma 
abordagem conveniente neste caso e conseguida se se adota uma 
formulação variacional. 
Dentre os princípios variacionais clãssicos, o princ1-
pio dos trabalhos virtuais (modelo de deslocamento) tem se mos-
trado adequado para a obtenção de soluções numericas desse pro-
blema [42]. 
lo 
Neste capitulo apresentam-se alguns conceitos da mecâ-
nica dos meios contínuos; esta apresentação sendo baseada notra 
ba lho de Gurti n [43]. 
Em particular,deduz-se a descrição lagrangiana do pri~ 
cipio dos trabalhos virtuais, bem como sua forma incremental .Es 
tabelece-se em seguida o problema variacional da resposta dinâ-
mica de corpos elásticos e apresenta-se formalmente o conceito 
de Liapunov para a estabilidade de um movimento. 
2.2. Corpo. Movimento. Configuração. 
O corpo IB i definido como um conjunto de pontos mate-
riais X, juntamente com um conjunto de configurações e uma den-





O movimento de B ia função: 
p: IB x lR + JR', tal que: 
t 8 R e cada X .8 B 
X = p(X,t) -
ocupado.pelo ponto material X, 
Desta forma a configuração de 1B 
!Bt = p(B,t) lB ClR 3 t 
e sua trajetõria: 
( 2 . l ) 
no instante t. 
no instante t e: 
( 2. 2) 
_{(~,t) ; ~ G lBt e t 8 JR} (2.3) 
O movimento p e normalmente referido a uma configura-
çao de referincia !Bc, não necessariamente uma configuração real 
do corpo, mas sim uma configuração possível. Assim,definindo-se 
o mapeamento: 
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c: 1B -+ lR 3 ( 2. 4) 
pode-se então estudar o movimento do corpo, pelo mapeamento de 
uma região de JR 3 em JR 3 , dado por: 
p : 1B X IR -+ lR 3 -c c 
De (2.1) e (2.4) 
X= p[c-
1
(X:),t] = f\(~,t) 
sendo p o movimento de B relativo a llc (fig. 2.1) -c 
____ ,alB • 
• x 
~ 
e (. l 
IBc 
Fig. 2. l - Configurações do corpo 
- Deformação 
( 2. 5) 
Define-se deformação,ao mapeamento de uma configuração 
em outra configuração qualquer do corpo. Dessa forma para um t 
fixo, o mapeamento f!c(. ,t) ê a deformação de llc para M3t. 
Assume-se sempre que p ê suficientemente diferenciã --c 
vel e que o seu gradiente: 
1 2 
Vpc = F {2.6a) 
cumpre com a condição [43] 
det F > O (2.6b) 
onde o símbolo V denota gradiente com relação a variãvel X. 
- Massa 
A cada parte W deIB estã associada uma medida positiva 
chamada massa de W. Assume-se que esta distribuição de massa e 
uma função absolutamente cont!nua do volume, e portanto pode-se 
escrever 
rn(W} = fw p{~,t)dVt 
t 
- Conservação de massa 
{2.7a) 
Considera-se que a densidade p varia de configuração Pi 
ra configuração, mas que a massa rn(P) de uma parte qualquer de 
m se conserva, isto e: 
rn(W) = J pdVt = 
wt 
( p dV Jip e c 
e ·. 
( 2. 7b) 
Se dVt e dVc representam elementos de volume na confi-
guração IBt e me respectivamente, e se dVt e a imagem de dVc sob 
o mapeamento n, então (2.7b} implica em: "'-c 
ou ainda: 
= p dV 
c c 
p = det F p c -
onde det F e o Jacobiano da transformação (2.5). 
( 2 • 7 c ) 
(2.7d} 
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2.2.l. Relações cinemáticas 
- Tensor de deformação de Green-Lagrange 
De acordo com as relações (2.5) e (2.6a), tem-se: 
(2.8a) 
e definindo-se: 
ds 2 = dx.dx = FdX.FdX = FTF dX.dX 
dS 2 = dX.dX 
onde (.) denota produto escalar de vetores ou tensores 
Obtem-se: 
(2.8b) 
onde lI e o tensor identidade. 
De acordo com (2.8b) o tensor simêtrico 
( 2 . 9) 
conhecido como tensor de deformação de Green-Lagrange,fornece uma 
medida da deformação. 
- Deslocamento 
A função: 
~(2(,t) = !:\0<,t) - X = u (2.10) 
e o deslocamento do corpo ao passar de lB c a lBt. 
A partir de (2.6a) 
F = li + vu (2.11) - - -
que levada em ( 2. 9) fornece: 
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(2.12) 
- Velocidade e Aceleração: 
As funções vetoriais: 
(2.13a-b) 
definem a velocidade e aceleração do corpo .referidos a configur~ 
ção de referência IBc. 
2.2.2. Força. Princípios da Conservação da Quantidade de Movimen 
to Linear e Angular. 
- Forças 
Provêm da interação entre o corpo e o meio que o rodeia 
(forças externas) e da interação entre distintas partes do corpo 
(forças internas) durante o movimento deste. 
Consideram-se forças do tipo [53] 
i ) força de massa - funções absolutamente continuas do vo-
1 ume: 
Qb(P) = IP p ~ dVt 
t 
(2.14a) 
ii) forças de contato - funções absolutamente continuas da 
areada superf1cie de contato ôIPt(contorno de IPt) . 




b = ~(~,t) e a densidade de força de massa e 
s = ~(~,~,t) e a densidade de força de superficie, 
sendo na normal exterior a awt. 
Assim a força resultante que atua na parte IP de 18 na con 
figuração ]Bt e: 
(2.15a) 




onde o simbolo A denota produto vetorial. 
- Principio de Conservação da Quantidade de Movimento Li 
near 
De acordo com este princípio,para toda parte F de 18 e 
todo instante t, tem-se: 
! (W) = ~ (P) 
onde (2.16a-b) 
e a quantidade de movimento linear. Assim de acordo com essas re 
laçiies e usando o principio de conservação de massa (eq. 2.Jb) 
(2.16c) 
Principio de Conservação da Quantidade de Movimento An 
gular 
Para toda parte W de 18 e todo instante t, tem-se: 
l 6 
. 
~ {lP) = 0 {lP) 
sendo: ~(IP) = f p(x-x ) A X dVt (2.17a-b) IP - -O 
t 
a quantidade de movimento angular. De (2.17a-b) e (2.7b) obtem-se: 
t:f (P) = f p(x-x ) /', x dVt IP - -o -
t 
(2.17c) 
2.2.3. Equação do movimento 
Um corpo qualquer durante o seu movimento e sob a açao 
de um sistema de forças (::,e), deve obedecer aos principias de con 
servação da quantidade de movimento linear e de conservaçao da 
quantidade de movimento angular,de forma a se ter garantida as 
condições de equilibrio dinâmico. 
Uma forma equivalente de se ter satisfeito os dois pri~ 
cipios acima citados e expressa pelo teorema de Cauchy [43] 
- Teorema!: Teorema de Cauchy 
A condição necessãria e suficiente,para que os princi -
pios de conservaçao da quantidade de movimento linear e angular 
sejam satisfeitos,i que exista um campo tensorial sim~trico !(~, 
t) (tensor de Cauchy), definido sobre a trajetõria, tal que:· 
i ) ~(~.~.t) = !{~,t)~ ( 2. l 8a) 
ii) p, ~· b, satisfaçam a equaçao do movimento 
d i V T + pb = p~ (2.18b) 
onde H(~~t) i o campo de acelerações; e o simbolo div indica di-
vergência em relação a x. 
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A equaçao (2.18b) corresponde ã forma local do princi-
pio de conservaçao da quantidade de movimento linear e pode ser 
obtida diretamente de (2. 16c),usando-se a condição (2.18a) e o 
teorema da divergência. Satisfeita (2.18b), a simetria do ten -
sor T é equivalente ao princípio de conservação da quantidade de 
movimento angular eq. (2.17c). 
2.2.4. Princípio doi trabalhos virtuais - Forma fraca da equa -
ção do movimento. 
Uma outra forma de se ter garantida a condição de equ~ 
librio dinâmico,é fornecida pelo princípio dos trabalhos virtuais. 
Seja,então,(:::,~) o sistema de forças atuando sobrelBna 
configuração JBt, Suponha-se que nessa configuração o corpo lB e~ 
teja sujeito a forças externas s* (conhecidas), atuando sobre 
parte de sua superfície. 
T n = s* em (2.19a) 
e a vínculos externos sobre parte da fronteira aulBt, que pres -
crevem os deslocamentos dos pontos x 6 aulBt 
~(~,t) = u* em (2.19b) 
e que: (2.19c) 
Definindo-se agora: 
i ) Deslocamento cinematicamente admissível ao campo veto-
rial regular ~(~,t) satisfazendo (2. 19b) 
ii ) Conjunto cinematicamente admissivel 
u 1 = u*} - lB -3 u t 
(2.20a) 
1 8 
iii) Espaço das variações admissíveis 
(2.20b) 
onde o elemento u f 'V e chamado deslocamento virtual, tem-se de 
acordo com a equação (2.18b) : 
O primeiro termo de (2. 21) pode ser escrito como: 
J div T.u 1B - -
t 
dVt = f!B [div(IT~)-I· grad ~JdVt , 
t 
onde grad representa o gradiente em relação a~-
(2.21) 
(2.22) 
Assumindo-se que !Bt e suficientemente regular e sinple~ 
mente conexo e aplicando-se o teorema da divergencia, obtem-se: 
f T- f T-div(T u)dVt = T u.ndAt = IBt -- aIBt __ _ 
De (2.19a) e de (2.20b) 
f Tn.u dAt amt-- -
Vu f Í/ 
(2.23) 
(2.24) 
Substituindo-se (2.22) em (2.21) e tendo-se em conta (2.24),vem: 
f pb.u 1B - -
t 
f (pü.u+T.grad B - - -
t 
Observando-se que o lado esquerdo de (2.25) representa 
o t r a b a 1 h o r e a l i z a d o p e 1 as f o r ç a s ex.ternas s o b o d e s 1 o c amen to vi r 
tual u (trabalho virtual), e denotando-o por W, isto e: 
obtem-se: 




vu b t , (2.27) 
que e a expressao do P.T.V. referido ã configuração atual IBt. 
Com base nos resultados anteriores pode-se estabelecer o segui~ 
te principio vari aciona 1 [45]. 
- Teorema II: Principio dos trabalhos virtuais 
Seja (:::,~) o sistema de forças atuando sobre B, duran-
te o movimento. A condição necessãria e suficiente,para que a 
forma local do principio de conservação da quantidade de movi -
menta linear seja satisfeita em todo ponto interior a lBt e que, 
para toda parte IP de IB e todo tempo t se verifique: 
+ f IP I. g r a d u d V t 
t 
para todo u f V'. 
= f pü.u dVt+ 
IP 
t 
A descrição referencial do P.T.V. pode ser obtida de 
(2.27) representando-se todas as grandezas em uma certa config~ 
ração de referência. Para tanto vai se definir ~(~,t), ~(~,t}, 
~(~,t) e ~(~,t) como sendo a descrição referencial da densidade 
de força de massa, da densidade de força de superficie, do des-
locamento e da aceleração respectivamente. 
A passagem das integrais que ocorrem em (2.26) para a 
configuração de referência, pode ser feita observando-se que: 
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p dVt = p dV (conservação de massa) c c (2.28) 
s * dA = .6 * dA t - c (2.29) 
onde .<1* e a densidade de força de superficie na configuração de 
referência, ou seja de (2.14b) 
6 (lP) -s f p ~ 
d t 
(2.30) 
Partindo de (2.29) e tendo em vista (2. 18a) 
(2. 31) 
onde ~c e a normal unitãria exterior a íllBc (contorno de lBc) e 
(2.32) 
e o tensor de Piolla-Kirchoff de l~ espêcie. 
Tendo-se em conta (2.28)-(2.32) escreve-se: 




f s*.u dA = íllB - - t 
t 
(2.34) 
De (2.26)-(2.33) e (2.34), obtem-se: 
W = f p b. Ü dV 
1B c- - c 
c 
+ I .6*.Ü 
1B - -íl c 
(2.35) 
que representa o trabalho virtual das forças externas atuando em 
lB, na configuração lBt, porem referido ã configuração !Bc. 
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Ainda de acordo com (2.28) e tendo em vista (2.13b) a 
primeira integral de (2.27) passa a ser escrita como: 
( pü.u dV Jm - - t 
t 




A mudança da segunda integral de (2.27) para a config~ 
raçao de referência, exige o conhecimento das leis da transfor-
-maçao dos tensores Te grad u, dadas por: 
T = P F ST 
p - - 1 
c 
grad -u = - -1 í/ u F 
Dessa forma tem-se: 
J T.grad u lB - -
t 





tr(~ ~1 í/~ 
c 
F- 1 ) dV 
- c 
= J tr(STí/Ü)dV 
18 -1 - e 
c 
Introduzindo-se agora o tensor simétrico 
(2.37a-b) 
S T í/u )dV 
_ 1 - e = 
conhecido como tensor de Piolla-Kirchoff de segunda espécie, ob 
tem-se: 
f T.grad u dVt 1B - -
t 




Assim de acordo com (2.35), (2.36), (2.38), a equaçao (2.27) pa~ 
sa a ser escrita como: 
w = I p ü.u dV +J B c- - c B 
c c 
Por outro lado fazendo-se uso de (2.11) 
F = 1I + Vu 
p ü.u 
c- - dVc+fIB ~2-[l!+{V!:!)T]vº 
c 
e tendo-se em conta a simetria do tensor S 2 , obtem-se: 
w = J p ü.u 1B c- -
c 
J 
1[- -T T-~2.2 V!:!+(V~) +(V~) V~+ 
B c 
( 2. 39) 
(2.40) 
(2.41) 
Recordando-se agora a definição do tensor de deformações de Green 
Lagrange (eq. 2.12) e definindo-se: 
a equação (2.41), toma a forma: 
W = J p U.u 
1B c- -
c 





que representa a expressao do P.T.V. referido a configuração de 
referência. 
Do mesmo modo que (2.27) e equivalente a (2. 18b) (Teo-
rema II), (2.42) ê equivalente a: 
.. 
Di V ~1 + Pc ~ = Pc U (2.43) 
onde Div denota divergência com relação a~. e: 
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~1 = F ~2 
A equaçao (2.43) corresponde a descrição referencial de (2. 18b). 
2. 2. 5. Equação cons ti tuti va 
Como foi dito na introdução deste capitulo, 'ª equaçao 
constitutiva define uma relação entre força e movimento. Em ou-
tras palavras,esta relação estabelece como o material, do qual 
o corpo ê constituido, responde a uma dada solicitação. No esta 
belecimento dessa resposta certos principias [43], [44] devem 
ser respeitados,para que a relação obtida possa definir uma equ~ 
çao constitutiva para uma classe de materiais. Uma discussão de~ 
tes principias foge ao objetivo deste capitulo. Dir-se-ã apenas 
que para materiais elãsticos uma relação constitutiva possivel, 
seria: 
(2.44) 
2.3. Resposta dinâmica - Formulação variacional - Descrição la-
grangiana referencial 
Estabelecidas as relações anteriores: i) equaçao de equ..!._ 
librio dinâmico; ii) relações cinemãticas; iii) equação consti-
tutiva e definindo-se as condições iniciais do movimento, dados 
em termos de deslocamento e velocidade iniciais, ou seja 
~(~,O)= u (X) -o - (2.45a-b) 
pode-se agora apresentar formalmente uma formulação variacional 
para o problema da resposta dinâmica de corpos elãsticos. 
Dado um corpo elãstico IB, de densidade P , submetido a 
c 




u b 11 
satisfazendo: 
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S e simêtrico, 
-2 
i ) Princípio dos trabalhos virtuais - equaçao (2.42) 
ii Relações cinemãticas - equaçoes (2.9)-(2.12) 
iii) Equação constitutiva - equação (2.44) 
iv ) Condições iniciais - equação (2.45) 
Ao se utilizar a (eq. 2.42),automaticamente jã se estã 
definindo um critêrio de aproximação para a obtenção de solu-
çoes aproximadas. Por outro lado amplia-se o conjunto de solu-
çoes admissíveis,jã que esta equação exige menos regularidade do 
que a forma local da equação do movimento (eq. 2.43). A busca 
de soluções em um espaço maior de funções candidatas,justifica a 
terminologia ''forma fraca'' em contraposição com o conceito de 
"forma forte" (maior regularidade-<-+ mais restrições) associado 
ã equação diferencial (2.43). 
2.3.1. Forma Incremental do P.T.V. 
Na solução do problema variacional proposto na seçao 
anterior - resposta dinâmica não-linear - ê conveniente o uso 
de uma formulação incremental das equações do movimento. Nesta 
formulação busca-se estabelecer um caminhamento sobre a trajet~ 
ria do corpo, isto ê, supondo-se que em um dado instante t=tr, 
seja conhecida a configuração de equilíbrio dinâmico (Br) pre -
tende-se a partir desta configuração, determinar no 
tr+l = tr +~ta nova configuração Br+l do corpo. 
instante 
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2.3.l.l. Descrição lagrangiana total 
Nesta formulação, todas as configurações estarão sempre 
referidas ã mesma configuração IBc. Se se particulariza o P.T.V., 
para a configuração desconhecida IBr+l, de acordo com (2.39), tem 
se: 
= J p r+ 1 ü. u 
IB e e- e-
e 
Definindo-se agora as relações incrementais: 
r+lu = ru + u 
e- e- e-
r+ l S = r S + S 




onde o Tndice inferior esquerdo indica a configuração de referên 
eia e o Tndice superior, a configuração do corpo em cada instan-
te, e sendo u e S2 respectivamente os incrementos de: desloca-c- e-
mento e do tensor de P-K de segunda espécie, da configuração IBr 
para IBr+l; e tendo-se em conta a definição do gradiente de defor 
maçao (eq. 2.11), vem: 
r+lF = 1I + vr + V u e- e!! e-
r+lF = rF + V u e- e- . e-
(2.49a-b) 
A partir de (2.49) e de (2.9) o tensor de deformação de 
Green-Lagrange pode ser escrito como: 




E = E + E e- c-l c-nl 
l T E. = ~[v u v u] e n.., L e- e- (2.SOa-c) 
Substituindo-se (2.48) e (2.49) em (2.46), obtem-se: 
r+lw 
e I r+ l .. -. ;;;; p u. u 1B e e- e-
e 
dV +J rS 2 • -2
1 [v íi+ e 1B e- e-
e 
e tendo-se em vista as definições (2.SOa-c), escreve-se: 
r+l-
W 
e I r+l .. - dV f S -E = p u. U + 2· B e e- e- e 18 e- e-e e 
+J rs . Ê dV +f 1B c-2 c-ni e 18 e e 
r -S2 • E0 dV e- e-,, e 
dV + e 
(2.51) 
Por outro lado, o tensor incremental S2 estã relacionado com o e-
tensor E, atravês do tensor constitutivo E, isto ê, e- e-
(2.52) 
S = E E c-2 e-e- (2.53) 
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Dessa forma a eq. (2.51) reduz-se a: 
r+lw-J rS . Ê dV = J p r+lü. u dV + 
e B e- 2 c-2 e 1B e e- e- e 
e e 
+J E E. Ê D3 e-e- e-
e 
J 
r -dV + S2. E ,dV e 1B e- c-n,, e 
e 
( 2. 54) 
A equaçao anterior, que é não-linear nos incrementas de 
deslocamentos u, corresponde ã descrição lagrangiana total da e-
forma incremental do P.T.V. 
Uma linearização dessa equaçao é possível se se assume 
que as componentes do tensor incremento de deformações E são pe e- -
quenas, ou em outras palavras,que se pode confundir as configuri 
ções D3r e IBr+i · Neste caso pode-se desprezar os termos não - li-




= Ê c-2 
S = E E c-2 c-c-2 
Assim, a forma linearizada de (2.54) sera: 
- J rS Ê dV = J p r+lü u 
D3 e- 2 • c-2 c B e e-· e-
e e 
+J E E,. Ê,dV +J rS 2. Ê. ,dV B e-e-"' e-"' e B e- c-n"' e 
e e 
2.3. 1.2. Descrição lagrangiana atualizada 
dV + e 
(2.55a-b) 
(2.56) 
Conforme foi visto na seção (2.2), qualquer configura-
çao pode ser utilizada como uma configuração de referência. Na 
descrição lagrangiana atualizada, a configuração no instante t=t r 
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{ultima configuração conhecida), serã tomada como configuração 
de referência. Fazendo-se uso de (2.39), o P.T.V., neste caso, 
e escrito como: 
f 
r+ l .. -
= p u. u 
18 r r- r-r 
As relações incrementais neste caso, serao: 
r+l 





onde u ê o deslocamento do corpo ao passar de configuração lBr r-
para lBr+l' r! ê o tensor de Cauchy da configuração lBr e r~ 2 e 
o incremento do tensor de tensões. 
De (2.58) e (2.11) o gradiente de deformação de Br a !Br+l e: 
r+ l F = lI + V u 
r- r- (2.60) 
Usando-se (2.60) e (2.9) o tensor de deformação de Green-Lagra~ 
ge e expresso por: 
(2.61a) 
que pode ser decomposto numa parte linear e na não-linear se -
gundo: 




Substituindo-se (2.59) e (2.60) em (2.57) e fazendo-se 
uso (2.6la-d) obtem-se: 
f 
r+ 1 .. -
= p u. u 
18 r r- -r 
dV +f 5 2 • Ê dV + r 18 r- r- r r 
+f rT. Ê 0 dV +f rT. Ê0 dVr - r-nN r - r-N 
1Br 1Br 
(2.62) 
Observando-se que o tensor incremental 5 2 estã rela -r-
cionado com E pela relação: 
r-
S = E E 
r- 2 r-r-
a equação (2.62) fica dada por: 
r+rl~ - f f~ f dV = f P r+lü. u dV + 
18 - r-2 r 18 r r- r- r r r 
+f E E. Ê 
18 r-r- r-r 
dV +f rT. Ê O dV r 18 - r-nN r r 
(2.63) 
(2.64) 
A equaçao (2.64) corresponde ã descrição lagrangiana atui 
lizada da forma incremental do P.T.V. Uma linearização (em ter-
mos dos incrementas de deslocamento u) semelhante ãquela efe -r-
tuada anteriormente ê conseguida se se adota: 
obtendo-se assim: 
r+\i-J rT. t dV r 18 - r-2 r r 
= J p r+lü. u dV + 
18 r r- r- r r 
+f E E0 • Ê 0 dV +f rT. Ê 0 dV 




As equaçoes (2.56) ou (2.66) permitem transformar o pr~ 
blema não-linear numa sequência de problemas linearizados. 
2.4. Estabilidade Dinâmica 
Mostrou-se na seçao anterior uma formulação variacional 
capaz de permitir a obtenção de uma resposta no tempo, isto e, o 
conhecimento, em cada instante, da configuração apresentada pelo 
corpo. 
Nesta seçao supoe-se que esta resposta pode ser obtida, 
ou seja, ~*(~,t) satisfazendo o problema proposto no Ttem 2.3 e 
conhecido. 
Dessa forma o movimento do corpo fica estabelecido pela 
relação: 
p* = x* =X+ u*(X,t) 
-c - - - -
(2.67) 
Este movimento, que serâ definido como movimento nao perturbado, 
realiza-se para uma combinação de parâmetros do sistema dinâmicn 
Obviamente, se se modificam alguns ou todos os parâmetros do sis 
tema, obtem-se um novo movimento (movimento perturbado): 
que diferirã do movimento não perturbado de: 
x*- x* = u* - u* = ~(~,t) , 
(2.68) 
( 2. 69) 
onde ~{~,t) ''mede'' o afastamento entre esses dois movimentos,cau 
sado por alguma perturbação (propagação da perturbação). 
Assim, entendendo-se estabilidade no sentido de Liapu -
nov, dir-se-ã que: se pequenas perturbações sobre as condições 
iniciais do movimento causam pequenos desvios em relação ao movi 
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mente nao perturbado e para todo tempo, este movimento e estã -
V e 1 • 
Assim de acordo com (2.69) a estabilidade de p~ pode 
ser julgada analisando-se o comportamento de ':'(~,t). 
2.4.1. Estabilidade segundo Liapunov 
Seja: 
x* =X+ ':'*(~,t) 
o movimento nao perturbado do corpo, e sejam: 
x* = u*(x,t J 
-O - - O 
as condições iniciais desse movimento. 
(2.70) 
(2.7la-b) 
Suponha-se que sobre as condições iniciais, sejam da-
das perturbações ':'o e Q
0
, isto ê: 
X ~·: = x* + ':'o -o -O 
X ~·: = x* + ':'o -o -o (2.72a-b) 
e seja: 
X:': = x* + ':'(~,t) (2.73) 
o movimento perturbado. 
se: 
Diz-se que o movimento p* e estãvel segundo Liapunov , 
-C 
i ) 3 y ; y > O e suficientemente pequeno, tal que: 
V '!o , '!o satisfazendo: 
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o movimento p* e determinado para todo t > t
0
• -c 
ii ) j e: > O e j o{e:) tal que para: 
tem-se: 
llx'''-x*II < e: - - º-
para todo t > t
0
• 
iii) O movimento p* estãvel segundo Liapunov e assintotica-
-c . 
mente estãvel, se: 




Nas expressoes anteriores 




e a norma em L [so] 
2 
2.4.2. Estabilidade infinitesimal - Forma fraca da equaçao de 
perturbação 
Em estabilidade infinitesimal, procura-se estudar o co~ 
portamento do movimento, na vizinhança de soluções conhecidas. 
Dentro deste contexto o conhecimento da equação de pei 
turbação (em termos da variãvel !:!(~,t)),e importante, jã que ne~ 
tes casos, ao se assumir que as perturbações são i nfi ni tesimai s, 
pode-se, em primeira aproximação, linearizar esta equação, ob -
tendo-se em determinadas situações (conforme se verã nos -capTt~ 
los III e IV) informações suficientes para o julgamento da esta 
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bilidade da solução particular. 
Seguindo-se a mesma metodologia apresentada nas seçoes 
anteriores,o P.T.V. serã utilizado para a obtenção de forma fri 
cada equação de perturbação, sobre a qual soluções aproximadas 
serao obtidas. 
Sejam então p~ e p~ (eqs. 2.67 e 2.68) as movimentos 
não-perturbado e perturbado respectivamente. Uma vez que p* 
-C 
e 
p~ são movimentos reais do corpo (as condições iniciais são di-
- -ferentes), os mesmos devem satisfazer a equaçao do movimento do 
corpo, e consequentemente ao P.T.V. conforme definido em (2.3g). 
Dessa forma pode-se escrever que: 
W* = r p ~-*. ü Jni c- -
c 




( 2 . 7 5 ) 
Usando-se agora as relações (ver semelhança com eq.(2.47-2.50)): 
u ,•, = u* + u 
···'- Ü* ü u" = + 
si, 
_2 = S* _2 + ~2 
F ,., = F* + v'U 
E,., = E* + E 
E = ~2 + E 2 -n 
E* = { [v'i:!*+ ( v'i:!*) T + ( v'i:!*) T v'':!*] 
~2 = { [v'i:!+v'i:! T + (v'':!*) T v'i:!+v'i:! T v'':!*] 
E l v'uTv'u (2.76a-i) = 2 -n2 
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e subtraindo-se (2.74) de (2.75), obtem-se: 
onde: 





- l[- -T T-·-T ] ~i = 2 v~+v~ +V~* v~+v~ v~* 
Ê -nt 
l[ T- -T] 
= 2 V~ V~+V~ V!:! 
(2.77) 
(2.78a-b) 
Assumindo-se que as perturbações sao pequenas, isto e: 
u << u* (2.79) 
e consequentemente,que o estado de deformação e de tensão docor 
po,no movimento perturbado,difere pouco daquele no movimento não 
perturbado, pode-se escrever: 
(ver e q . 2 . 52 ) (2.80) 
Substituindo-se essa relação em (2.77) e desprezando-
se os termos quadrãticos em u, obtem-se: 
= ·f p ü.u c- -
BC 
dVc+fB ~}!nidVc+fm E ~,Q,-~,Q,dVC 
c c 
(2.81) 
.A equaçao (2.81) fornece a forma variacional(forma fri 
ca) da equaçao de perturbação,para o problema de estabilidade in 
finitesimal de sistemas elãsticos. 
Assim,o estudo do comportamento da propagaçao da per -
turbação !:!(~.t),satisfazendo (2.81 ),serã utilizado para a anãli 
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se da estabilidade de ~*(f,t) solução do problema não-linear,co~ 
forme se verã no capitulo IV. 
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CAP!TULO III 
DINÂMICA DE TUBOS COM ESCOAMENTO INTERNO 
3.1. Introdução 
No capítulo anterior apresentaram-se formulações para a 
anãlise dinâmica de corpos elãsticos, quer do ponto de vista da 
resposta, quer do ponto de vista da estabilidade de um movimento 
conhecido. Neste capítulo as formulações gerais apresentadas an-
teriormente serão aplicadas a um problema específico. 
. / 
,' 
A aplicação dessas formulações a um problema real requer 
hipÕteses, visando permitir a obtenção de soluções utilizãveis na 
prãtica. Obviamente a aplicabilidade dessas hipõteses dependerã 
do grau de precisão que se exige para o modelo, o qual deve re-
presentar satisfatoriamente o problema que se pretende resolver. 
Assim, neste capítulo, procura-se inicialmente estabele 
cer um modelo que permita analisar o efeito do escoamento de um 
fluido no interior de um tubo, sobre os movimentos transversais 
deste tubo. Definido este modelo deduz-se a forma incremental p~ 
ra o estudo da resposta dinâmica não-linear e estabelece-se tam-
bêm a equação de perturbação para a anãlise da estabilidade infi 
nitesimal de uma solução conhecida. Posteriormente,o problema de 
vibrações lineares em torno da posição trivial de equilíbrio e 
discutido e algumas conclusões são apresentadas. 
3.2. Um Modelo Mecânico 
Admite-se que o escoamento do fluido no interior do tu-
bo se processa indefinidamente. Dessa forma, o modelo físico do 
problema exige a existência de um reservatõrio de capacidada ili 
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mitada, para suprir continuamente fluido, e uma descarga tambem 
ilimitada, saindo constantemente na outra extremidade do tubo. 
Portanto, se se considera como sistema o conjunto tubo+ fluido 
sua energia seria infinita. 
Assim, o problema que se coloca e: como analisar o com 
portamento do tubo, cumprindo com as exigências físicas do mod~ 
lo? Neste ponto convem observar que a ação do fluido sobre o tu 
bo sõ se dã para aquelas partículas de fluido que momentanea -
mente estão em contato direto com este, pois nenhuma força pode 
ser transmitida de volta ao tubo pelo jato, depois dele ter aban 
donado o tubo, nem pelo fluido que ainda não penetrou. 
Por outro lado, a cada instante diferentes partículas 
ocupam o interior do tubo, ou seja o sistema (tubo+ fluido in-
terno) não e fechado. Isso exige que as características do es-
coamento sejam previamente conhecidas e controladas externamen-
te (p.ex. vazão de entrada e pressão de saída). 
As ideias anteriormente estabelecidas conduzem a formu 
lar o problema usando o princípio dos trabalhos virtuais, consi 
derando o tubo como o corpo e entendendo o efeito de escoamento 
do fluido no interior do tubo, como uma ação externa, provenie~ 
te das forças de contato desenvolvidas entre o fluido e as par~ 
des do tubo. 
Para o estudo que se pretende realizar, sera utilizado 
um modelo unidimensional, analisando-se o tubo de acordo com as 
hipõteses clãssicas da teoria de vigas, e supondo-se que o flui 
do e incompressível, não-viscoso, que as variações radiais nave 
locidade de escoamento são desprezíveis, e, finalmente, que os 
movimentos do tubo não alteram as caracterTsticas do fluxo. 
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As hipóteses anteriormente admitidas sao aceitãveis no 
caso de tubos de pequeno diâmetro, em comparação com o seu com-
primento. 
Para a descrição do movimento do tubo vai se eleger uma 
base cartesiana fixa {e.}; i=l ,2,3 (referencial inercial ),de for _, . 
ma tal que a reta suporte de e1 coincide com o eixo do tubo na 
configuração indeformada (fig. 3. 1). 
Considera-se que nesta configuração o tubo estã livre 
de tensões, ê uniforme, tem comprimento L, e que o material e 
elâstico linear e isotrÕpico com módulo de elasticidade E e que 
a densidade ê µ. 
Fig. 3. l - Configuração i ndeformada do tubo 
· No sistema de coordenadas adotado, a descrição refere~ 
cial do principio dos trabalhos virtuais (eq. 2.42) ê expressa 
por: 
w = J µü .. u.dv + f s ... 1: .. dv 1B 1 1 e 1B 1J lJ e 
e e 
i ,j=l ,2,3 ( 3. l ) 
onde a configuração de referência 1B , corresponde a configura-e . 
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çao indeformada do tubo. üi sao as componentes na base {~i} da 
aceleração de um ponto do 
tivamente as componentes, 
corpo, Sij e Eij representam 




sões de Piolla-Kirchoff de segunda espêcie,e as componentes do 
tensor de deformações de Green-Lagrange. O simbolo 0 denota pr~ 
duto tensorial e estã se assumindo a convenção de somação sobre 
.indices repetidos. 
3.2.1. Teoria de Vigas Flexiveis - Pequenas Deformações 
Seguindo-se o procedimento comum da teoria de vigas fl e 
xiveis, assume-se que: 
1) as componentes do tensor de tensões T22 , T33 e T23 sao 
suficientemente pequenas de forma que podem ser desprezadas em 
comparaçao com as componentes restantes, isto ê: 
( 3. 2) 
2) as hipõteses de Bernoulli sao vãlidas, isto e: 
i ) seções transversais planas, normais ao eixo inde-
formado, permanecem planas apôs a deformação. 
ii ) as normais ao eixo indeformado permanecem normais 
a este depois de deformado. 
iii) não se consideram deformações no plano destas se-
çoes. 
Assim como as relações (3.2) vao impor restrições so-
bre as equações constitutivas, as hipÕteses (i) a (iii) vão im-
por restrições sobre o campo de deslocamentos cinematicamente ad 
missivel. 
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3.2.2. Relações Cinemãticas 
Nas deduções que se seguem assume-se que a flexão do t~ 
bo ocorre exclusivamente num plano paralelo a (~ 1, ~2)(Fig.3.2). 
Fig. 3.2 - HipÕteses sobre o movimento do tubo 
Seja então um ponto A situado sobre o eixo do tubo. 
De acordo com (2.10) escreve-se: 
A xA A X = + u 
A !_!(~A ,t) u = 
. A 
X 1 X = ~1 
UA = u1(X1,t)~1 + u2 (X1 ,t)~2 (3.3a-d) 
De forma semelhante para um ponto ·p qualquer do tubo si 
tuado na seção transversal X1 = constante, ter-se-ã: 
p 
!_!(~P,t) u = 




A partir das hipõteses (i) e (ii), pode-se escrever: 
( 3. 5) 
onde g e um tensor ortogonal, que representa uma rotação em tor 











( 3. 6) 
A equaçao (3.5) permite determinar as coordenadas dos 
pontos pertencentes a uma dada seção transversal, em termos das 
coordenadas do ponto coincidente com o eixo do tubo, e do giro 
dessa seção, que ê caracterizado pela função qi = qi(X,,t). 
3.2.3. Deslocamento, Velocidade e Aceleração 
- Deslocamento 
Se se utflizam as relações (3.3), (3.4) e (3.5), obtem 
se: 
( 3. 7) 
onde TI e o tensor identidade. 
No sistema de coordenadas adotado, tem-se que: 
TI= 6 .. (e. 9 ~J·}, onde 6
1
.J. ê o delta de Kronecker - lJ _, .. 
e portanto: 
( 3. 8) 
- Velocidade e aceleração 
A partir de (3.4a) e de (3.8} a velocidade e a acelera 
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çao do ponto P sao dadas respectivamente por: 




2-X 2cos$ ~)~ 1 +(ü 2-X 2cos$ ~
2-
-X2sen$ ~)~ 2 
- Deslocamento virtual 
(3.9a-b) 
Da definição de deslocamento virtual (eq. 2.20b) con-
clui-se que as condições impostas pelas hipõteses de Euler -Ber 
noulli sobre o campo de deslocamentos cinematicamente admissí-
vel (eq. 3.8) têm que ser tambêm satisfeitas pelo campo de des-
locamentos virtuais, e portanto: 
(3.10) 
3 . 2 . 4. D e formação 
- Gradiente de deformação 
De acordo com a definição do gradiente de deformação 
(eq. 2.8a), tem-se: 
dxp = F dXP F = 1I + vup (3.11) 
e portanto: 
l+u;-x 2cos$ $' -sen$ o 
[f] = u~-X 2sen$ $' cos $ o (3.12) 
o o 1 
onde ()'denota a( )/ax 1 • 
- Tensor de deformação de Green-Lagrange 
O conhecimento de F, permite avaliar diretamente as com 
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ponentes de~ na base (~i 0 ~j). Assim, de acordo com (2.9) 
l T E=-(FF-lI) 
- 2 - - -
cujas componentes não nulas, sao: 
tem-se: 
E = u'(l+ .l u')+ .l u' 2-X (l+u')cos"' "''-11 1 2 1 2 2 2 1 't''t' 
X U'sen"' "''+ _21 X2"''2 - 2 2 't' 't' 't' 
E12 = E21 = ~[-(l+u;-x 2cos<P cp')sencp + 
+(u~-X 2sen<P cp' )coscp]. 
Se se utiliza agora a hipõtese (ii) da seçao 
e d e ( 3 . l 5 ) , vem: 
u 1 








Impondo-se finalmente as condições de que as deforma-
çoes sejam pequenas, e os giros moderados, isto e: 
Obtem-se: 
u; = O(u;) 2 << 
tg cp = cp ; sen cp = cp 
cp :: u 1 
2 
E - u' + 1 u' 2 - X u" 11- 1 2 2 2 2 




3.2.5. Equação Constitutiva 
De acordo com as deduções anteriores E
11 
e a única com 
ponente nao nula do tensor de deformações~- E como se estã con 
siderando que o material e Hookeano e isotrõpico,a equação cons 
titutiva relevante ao problema, serã: 
(3.21) 
onde E e o mõdulo de elasticidade do material. 
3.2.6. Trabalho Virtual das Forças Externas 
O sistema de forças externas a ser considerado, inclui 
forças de massa, provenientes do peso prÕprio do tubo, e forças 
de superficie, que neste caso estarão associadas ãs.ações gera -
das pelo escoamento do fluido. Assim, de acordo com (2.35} es-
creve-se: 
µb.udV + 
- - c 
- Trabalho virtual das forças de massa 
(3.22) 
O trabalho virtual W
1 
das forças devidas ao peso pro-
prio do tubo e facilmente calculado. Assim, definindo-se: 
b = -g cose ~
1 
- g sen e ~2 , 
onde g e a aceleração da gravidade, obtem-se: 
(3.23} 
- Trabalho virtual das forças de superficie 
Para o cãlculo do trabalho virtual W
2
, das forças ex-
ternas associadas ao escoamento do fluido; deve-se notar que a 
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açao do fluido sobre o tubo provem das forças de contato desen-
volvidas entre eles. A determinação dessas forças e feita com ba 
se nas hipõteses simplificadoras, apresentadas na introdução de~ 
te capitulo, sobre o tipo de escoamento a ser considerado. As-
sim, ao se assumir que o fluido e incompressível e que o diâme-
tro do tubo e pequeno em comparaçao com o seu comprimento, pod~ 
se admitir que as variações radiais na velocidade de escoamento 
são desprezíveis, ou seja, que do ponto de vista prãtico,o efel 
to do escoamento do fluido sobre o tubo depende basicamente do 
fluxo medi o, que e considerado como um conjunto de partículas mQ 
vendo-se tangencialmente ao tubo com velocidade .conhecida (fig. 
3. 3) . 
~ef 
Fig. 3.3 - Hipõteses sobre o escoamento do fluido 
Se se define: 
k(t) = ~ 
f 
( 3. 24) 
onde Q(t) e a vazao de entrada e Af e a ãrea interna da seçao 
transversal do tubo, da condição imposta, de se ter um escoamen 
to incompressível, e de que a seção transversal nao se modifica 
com os movimentos do tubo (hipõteses (2) - Seção 3.2.1), a velo 
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cidade de escoamento (velocidade do fluido em relação a região 
do espaço ocupado pelo tubo) e: 
.:'.ef = t(t) ~t ' (3.25) 
onde ~t' ~n e ~z (fig. 3.3) sao os vetores unitãrios tangente, 
normal e binormal, associados ã coordenada curvilíneas, defi-
nida sobre o eixo do tubo na configuração deformada. 
Com base nas simplificações impostas sobre o escoamento 
do fluido, e possível escrever a equação da conservação da qua~ 
tidade de movimento linear, para um volume elementar de fluido 
(fig. 3.4), supondo-se que o seu centro de massa coincide com 
um ponto do eixo do tubo. Isso corresponde a formular as condi 
ções de equilíbrio dinâmico, entendendo-se esse elemento de flui 
do como uma partícula de massa 
dm = pAf ds (3.26) 
localizada no centro de massa (p e a densidade). 
1 I 1 111 !P --- -- Jp+ gfp -- 1.l 
9t g 
(a) ( b) 
# 
Fig. 3.4 - Equilíbrio de forças num elemento de fluido 
Assim, a partir de (2. 16c), escreve-se: 
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dR = ~f dm (3.27) 
onde ~f e a aceleração absoluta (referencial inercial) do cen-
tro de massa, e c!_R representa a resultante das forças que atuam 
sobre o elemento de fluido. Tem-se, assim: 
i) força de massa, cuja resultante e: 
(3.28) 
ii) forças devidas ao fluido a esquerda e a direita do vo-
lume isolado. 
Na seçao a esquerca a força atuante sera: 
fp = f p lI e dA = A - -t 
f 
(3.29) 
onde p = p(s,t) e a pressao do fluido medida em relação a pres-
sao atmosferica. 
Na seçao i direita, ter-se-ã uma forç& -(f +df ), con-. . -p -p 




dfp = A (p e +p~ e )ds - f ,s -t ~.s -n • (3.30) 
( ) = ,s a( )/as, e q, estã definido conforme mostrado na fi 
(3.3). 
iii) forças de contato, representando a açao das paredes do 
tubo sobre o elemento de fluido, cuja resultante df se quer 
- c 
determinar. 
A partir de (3.27), dfc fica dado por: 
(3.31) 
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restando, portanto, avaliar a aceleração ~f' para se conhecer a 
expressao de df. - c 
Pela forma como foi deduzida, a eq. (3.31) admite a 
possibilidade de existência de atrito entre o fluido e as pare-
des do tubo; a força de atrito sendo representada pela compone~ 
te tangencial de df . Como se verã posteriormente a condição de 
- c -
que o fluido seja inviscido serã imposta anulando-se a compone~ 
te tangencial dessa força. 
A velocidade absoluta do centro de massa e calculada 
usando-se a expressao 
-'!.f = V + V f -- -a -e 
(3.32) 
onde v ê a velocidade de escoamento (eq. 3.25), e ~a represe~ -ef 
ta a velocidade de arraste devida exclusivamente ã flexão do tu 
bo e sua expressao e: 
X1 
'!.a= -f o u2,çü2,çdç (3.33) 
onde o primeiro termo de (3.33) foi obtido tendo-se em mente que 
a parcela de deslocamento do eixo do tubo na direção ~ 1 devida 







De forma semelhante a aceleração absoluta do centro de 
massa pode ser obtida a partir de: 
ªf = a + a + a - -a -c -ef (3.35) 
onde: ~a representa a aceleração de arraste, ~c corresponde a 
aceleração de Coriolis e ~ef define a componente da aceleração 
associada ao escoamento do fluido. 
onde: 
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- Aceleração de arraste 
X1 
~a = -f O [(Ü2 ,1; )2 +ü2 ,t;u2 ,t;J dt; ~1 +ü2~2 
- Aceleração de Coriolis 
Calculada a partir da expressão: 
~c = 2 ~ /\ :'.ef 
íl=<j,~3 
representa a velocidade de rotação da seçao do tubo. 
Assim, utilizando-se a equação (3.25), vem: 
. 
~c = 2 E; <P ~n 






Conhecida a expressao da aceleração absoluta do fluido 
(eqs. 3.35-3.40), e portanto o valor de df (eq. 3.31), o traba 
- c -
lho virtual das forças devidas ao fluido e obtido computando-se 
o trabalho virtual total efetuado por todos os elementos de fluj_ 
do que se encontram momentaneamente no interior do tubo, ou se 
j a: 
Se se observa agora que: 
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a <P dX 
= 1 
aT;" ds 
ds 2 = dx 2 + dx 2 
1 2 (3.42a-c) 
e tendo-se em vista as relações (3. 11) 
(3.43a-b) 
e mantendo-se coerência com as aproximações (3.18a-b), ou seja: 
u' << 1; u' 2 << 1; sen <P:: <P; cos <P:: 1; <P:: u' 
J 2 2 
chega-se a: 
conduz a: 
-ª.'É. " u" as 2 -ª.E :::: p 1 as (3.44a-c) 
A substituição das expressoes acima obtidas em (3.41), 
+U u ]di;;-2tú'u 1 -k 2 u"u 1 +t]u -pA (ü + 2,i;; 2,i;; 2 2 2 2 1 f 2 
+pu~)u2}dXI (3.45) 
E portanto usando-se (3.22), (3.23) e (3.45), escreve-se: 
w = w1 + w2 (3.46) 
3.3. Equações do Movimento 
Com as expressoes deduzidas na seçao anterior é possí-
vel obter-se agora a expressão de P.T.V. (eq. 3.1) para o pro -
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blema que se estã analisando. O trabalho virtual das forças ex 
ternas jã foi calculado no item anterior e estã dado em (3.46). 
Resta, portanto, avaliar as integrais que ocorrem no lado direi 
to da equação (3. 1). 
Assim, para a primeira integral tem-se, de acordo com 
(3.9) e (3.10): 
f µü.Ü.dV 18 1 1 c c 
(3. 47a) 
onde A e I sao, respectivamente, a area e o momento de inercia 
(referido ao centrõide) da seção transversal do tubo. 
o ultimo termo que aparece em (3.47a) estã associado as 
forças de inercia devidas a rotação da seção transversal do tu-
bo. E uma vez que se estã admitindo que o diâmetro deste e pe-
queno em comparaçao com o seu comprimento, esse termo pode ser 
desprezado frente aos dois primeiros, obtendo-se: 
f µü.Ü.dV = flµA(ü 1 Ü +ü u }dX 1 B 11 c O 1 22 
c 
(3.47b} 
A segunda integral de (3.1) reduz-se a: 
e observando~se (3.20) e (3.21}, chega-se a: 
..!. u' 2 )(u'+u'u'}+ 2 2 1 2 2 
+Eiu"Ü"}dX 2 2 1 (3.48) 




2 l 2 2 l 
-fLEiu"Ü"dX = O V ü € V 
Q 2 2 l (3.49a) 
que corresponde a forma fraca das equaçoes do movimento. O espi 
ço das funções cinematicamente admissiveis e definido como: 
1f = H1 [0,L] x H2 [0,L] (3.49b) 
onde x denota produto cartesiano e H1 e H2 sao espaços de Sobo 
1 ev [50] . 
- Condições de contorno 
Embora em todo o desenvolvimento anterior nao tenham 
sido especificadas as condições de contorno, a formulação varii 
cional conduz automaticamente ã obtenção da forma geral dessas 
condições, e que para este problema sao: 
L 
EA(u'+ _l u' 2 )1 = N*(t) 
l 2 2 o 
{-Eiu"' +EAu'(u'+ 1 
2 2 l 2 
L 
E I u" 1 = M* ( t ) 
2 o 
L 
u 1 2 ) } 1 
2 o 
ou 




onde N*, V* e M* sao, respectivamente, o esforço normal, o cor-
tante e o momento fletor; u~, u: são as componentes do desloca-
mento do eixo do tubo eu:• e a rotação da seção de apoio. 
- Condições iniciais 
As condições iniciais sao impostas em termos de deslo-
camento e velocidade. Assim: 
~(X 1 ,0) = ~ 0 (X 1 ) 
u(Xl'O) = ~
0
(X 1 ) 
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(3.5la-b) 
As equaçoes de Euler-Lagrange associadas a (3.4g) cor-
respondem por sua vez ã forma forte (forma diferencial) das equ~ 




[(ü 2 ,r;)2+u 2 ,r;ü 2 ,r;]dr;-
-2fu'u'-t 2 u"u'+~} = O 
2 2 2 2 
µAü -EA[u' (u'+ .l u' 2 )] '+Eiu"" +A (pu' )'+ 
2 2122 2 f 2 
3.4. Resposta Dinâmica Não-Linear - Forma Incremental 
As deduções mostradas no capítulo anterior conduziram 
a equações de movimento não-lineares, restritas ã hipõtese de 
giros moderados. r possível, utilizando a forma incremental do 
princípio dos trabalhos virtuais, tratar de forma adequada si 
tuações de grandes deslocamentos e grandes rotações. 
Adotando-se a descrição lagrangiana atualizada, onde a 
cada instante as coordenadas são ''corrigidas'', automaticamente 
jã se estã levando em consideração a condição de que o escoame~ 
to é sempre tangencial. Além disso, como em cada incremento os 
deslocamentos e deformações são tomados suficientemente peque -
nos, as mesmas hipõteses utilizadas no capitulo anterior para a 
formulação do problema, permanecem vãlidas. 
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Conforme foi visto no capitulo II - Seção 2.3.1.2, pa-
ra a aplicação da descrição lagrangiana atualizada, da forma in 
crernental do principio dos trabalhos virtuais, e necessãrio de-
finir a cada instante urna nova configuração de referencia, que 
coincide com a Ültirna configuração conhecida no movimento do 
corpo (fig. 3.5a). Assirn,e conveniente trabalhar-se com o sist~ 
ma de coordenadas intrínseco (!s• !nl definido sobre o eixo do 
tubo. Entretanto, no procedimento que se vai adotar, a "curva", 
correspondente ã configuração conhecida do eixo do tubo,serã apr~ 
xirnada por segmentos de reta (fig. 3.5b). 
(a) ( b) 
Fig. 3.5 - Configuração de referência adotada 
Isso permite utilizar, para cada trecho reto, a mesma 
expressão·jã deduzida anteriormente (eq. 3.20), para represen -
tar no sistema cartesiano local (!s• !nl os incrementas de de-
formação. 
O erro cometido nessa aproximação, devido ã deformação 
fictícia introduzida ao se confundir as duas configurações, po-
de ser estimado a partir da definição de F (eq. 3.11). Neste sis 
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tema 1 oca 1 , F pode ser decomposto segundo: 
1 o o r 
s 's 
-sen fl o 
[~] = o o + r n , s -(1-cosfl) o ( 3. 53) 
o o 1 o o o 
Se 11!:11= O(s) E<< l + F =TI+ O(~) 
Assim, se 11!:11 + O ; F + lI, o que significa dizer que 
o erro serã tanto menor quanto mais a curva se aproxime da se-
cante em cada trecho, ou em outras palavras.quanto mais elemen-
tos retos sejam usados para aproximar a configuração real. 
3.4.1. Forma Incremental do P.T.V. 
Nas deduções que se seguem consideram-se que as hipÕt! 
ses de Euler-Bernoulli (seção 3. 2. 1) continuam vãl idas. E se-
guindo-se o procedimento descrito no capitulo II - Seção2.3.l.2, 
a configuração mr+l que se pretende alcançar vai ser referida 
a configuração IBr conhecida. 
( b) 
Fig. 3.6 - Descrição lagrangiana atualizada 
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Para cada elemento reto (fig. 3.6), escreve-se o incr~ 
mento de deslocamento e a aceleração de um ponto de eixo do tu-
bo como: 
r+ 1 .. 
u = 
r-
( 3. 54) 
(3.55) 
E uma vez que estã se admitindo que as configurações IBr e IB r+l 
são prõximas, o incremento de deformação e calculado aproximadi 
mente utilizando-se a eq. (3.20), isto e: 
u s , s 
+ l (u )2 
2 n ,s - z u n,ss (3.56) 
onde a parte linear e nao linear de (3.56) são,respectivamente: 
= u - z .u 2 s,s n,ss 
l = u 2 
2 n,s (3.57a-b) 
A partir de (2.65a-b) e tendo em vista (3.21) a equa-
çao constitutiva incremental fica sendo: 
Particularizando-se agora a equaçao (2.66), para este 
problema, e efetuando-se as integrações na seção transversal,de 
forma semelhante ao que foi feito nas seções (3.2) e (3.3), ob-
tem-se: 
r+l0-f rN ü ds +f rM ü ds =f µA(r+lü u + r 5 r s,s sr n,ss s rss 
+r+lü u )ds+J(EAu u +Eiu Ü )ds+ r n n s s,s s,s n,ss n,ss 
+J rN u ü ds sr n,s n,s ( 3. 59) 
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onde ;N e ;M podem ser interpretados como o esforço normal e o 
momento fletor que atuam na configuração IBr. Formalmente, escre 
ve-se: 
rM = f rT z dA 
r A ss (3.60a-b) 
sendo rT o tensor de Cauchy da configuração IBr. 
O trabalho virtual das forças externas que atuam no t~ 
bo, pode ser obtido utilizando-se as relações (3.23) e (3.45),e 
sua expressao jã linearizada e: 
r+rlg = -f µAg(cosreu +senreu )ds-f pAfg(cosreu + 
s s n s s 
+senreu )ds-f Af(p~+p .)u ds-f pAf(r+lu + n s ,s s s r n 
+p u )u ds-
n ,ss n J rf.u ds r- -s 
u + n,s 
(3.61) 
r onde~ e~ obviamente estão avaliados no instante tr+l e e re-
presenta a inclinação de cada elemento reto em relação ã dire-
ção vertical. O vetor rf (obtido por soma de incrementos de fo_r 
r-
ças) e conhecido e provem de forças associadas ao escoamento do 
fluido, sendo função da histõria dos deslocamentos do tubo ate 
a configuração IBr (ver eqs. 3.30 e 3.40). 
Observe-se que se se considera que nao existe atrito en 
tre o fluido e as paredes do tubo, o movimento do fluido segun-
do a direção tangencial deve satisfazer a equaçao: 
p([ + g cosre) + p = O , s (3.62) 
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e dessa forma a equaçao anterior, simplifica-se para: 
r+l~ 
r 
I r - r - f r -- µAg(cos eu +sen eu )ds- f.u ds s n r- -s s 
A equaçao (3.59) juntamente com a expressao 
(3.63) 
anterior 
fornecem o esquema incremental, com o qual e possivel, via meto 
dos numéricos aproximados, calcular a resposta do sistema. 
3.5. Estabilidade Infinitesimal 
Suponha-se que de alguma forma seja possivel manter o 
tubo na sua configuração reta, com o fluido escoando internamen 
te, e a que a este sistema seja dada uma pequena perturbação in~ 
cial. Deve-se esperar, obviamente, que o escoamento do fluido 
venha a ter alguma influência sobre o comportamento do tubo. A 
pergunta e: sera esse efeito estabilizador ou desestabilizador? 
Alem disso, sera que e possivel, pelo menos em alguma situação 
particular, prever7se alguma informação sobre este efeito? 
Com esse objetivo, nesta seção, vai-se formular o estu 
do da estabilidade infinitesimal de uma solução particular do 
problema proposto na seção 3.3. 
3.5. l. Movimento Não-Perturbado 
Para se fixar ideias vai se eleger para movimento nao 
perturbado aquele correspondente a um tubo vertical engastado em 
X,= O e sujeito a um esforço de compressão -N* (força não con-
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servativa), atuando em X1 = L (fig. 3.7). 





vai se desprezar a força de inercia µAü 1 associada a vibração 
longitudinal do tubo (solução quase-estãtica). 
µAü = O 
l 
{3.64b) 
Esta simplificação e aceitãvel em se tratando de vigas flexí -
veis. Por outro lado estã sendo considerado que a freqüência da 
excitação estã abaixo da freqüência fundamental de vibração lo~ 
gitudinal do tubo, de forma que não existe possibilidade de oco~ 
rência de ressonância simples. Essa consideração ê razoãvel, jã 





·--e , >'///• 
~2 (a) ( b) 
Fig. 3.7 - Perturbação sobre as condições iniciais do movimento 
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Com relação ao escoamento do fluido, vai se assumir que 
a velocidade mêdia t (definida ~ela eq. 3.24), ê conhecida,e que 
a pressão de descarga ê p*. 
p{L,t) = p* (3.65) 
Substituindo-se a solução, u*(X 1 ,t) em (3.SOa-b) com a 
condição (3.64b),obtem-se 
-EAu7 11 + µAg + pAf(g+~) + Afp' = O, ( 3. 66) 
e condições de contorno 
u7{0,t) = O ; EAu~'{L,t) = -N* (3.67a-b) 
Os dois Ültimos termos que aparecem em (3.66) correspo~ 
dem a força de atrito que se desenvolve entre o fluido e as par! 
des do tubo. Se nao se considera o atrito deve-se ter: 
p(g+~) + p' = o (3.68) 
e nestas condições sendo N* constante no tempo, ut ê uma posição 
de equilibrio (solução estãtica) e a condição (3.64b) se cumpre 
identicamente. 
Integrando-se (3.66) com as condições (3.65) e (3.67a-b), 
obtem-se: 
3.5.2. Movimento Perturbado 
Conforme foi visto no capitulo II - Seção 2.t o estudo 
da estabilidade da solução particular u*(X ,t) vai ser transfor-
- 1 
mado no estudo do comportamento de solução trivial u = O, obtida 
da transformação: 
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u* = u* + u ( 3. 70) 
onde u* e a solução perturbada e a perturbação u e: 
u=ue+ue 
1 -1 2 -2 
(3.71) 
Observe-se que se estã utilizando a mesma notação usada na se-
ção 3.2 para representar os deslocamentos de um ponto do eixo 
do tubo. Isto ê proposital,jã que a perturbação ~,corresponde a 
um deslocamento referido a uma certa configuração de referência, 
no caso a configuração reta do tubo e representado no "mesmo" sis 
tema (!;, ,!; 2 ) usado naquela seção. 
Substituindo-se (3.70) em (3.52a-b), observando-se que 
u* satisfaz (3.66),obtêm-se as equações de perturbação: 
[ 
X 1 
-EAu~-EAu~u~-pAf f o [(u 2 ,ç) 2 +ü 2 ,çu 2 ,çJdç+ 
+2tu'u'+t 2 u"u']-A p u"u' = O 
22 22 f 22 
+E I u "" -EA [u 'u '+ ..!_ u' '] ' = O 
2 2 1 2 2 (3.72a-b) 
e condições de contorno: 
EA(u'+ ..!. u' 2 )/ = O 
1 2 2 L e U l ( Ü) = o 
{ - E I u '" + E A ( u ' u ' + ..!_ u ' 3 ) } / = O 
2 1 2 2 2 L e U 2 ( Ü) = o 
Eiu"(L) = O 
2 
e u; (o) = o 
(3.73a-f) 
Como se estã tratando de estabilidade infinitesimal,i~ 
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to e: 
u << u* (3.74) 
pode-se linearizar as expressoes anteriores, obtendo-se: 
-EAu" = o 1 
EAu;(L) = o + ui(X 1 ,t) = o (3.75) 
U l ( Ü) = o 
e: 
( 3. 76) 
com condições de contorno: 
E I u"' ( L ) = o U 2 ( Ü) = o 2 
e 
Eiu~(L) = o u ~ (o) = o (3.77a-d) 
A equaçao (3. 76) corresponde ã forma linearizada da equ2_ 
çao de perturbação. E conforme se verã posteriormente, serã em 
função do comportamento da solução u2 desta equação, que serao 




A dedução dessa equaçao, com condições de contorno (3. 
77a-d), foi feita para o problema particular proposto no ítem 
anterior. Obviamente, outras situações de forças externas e/ou 
condições de contorno diferentes, podem ser tratadas de forma se 
melhante. Assim, se no bordo livre, não existir força aplicada, 
então N* = O, ou ainda, se a força aplicada ê conservativa a CO_:! 
dição de contorno (3.77a) deve representar a situação de cortan 
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te nao nulo neste bordo. Alem disso, se o fluido e lançado apre~ 
sao atmosférica, então p* = O. 
Observe-se que na eq. (3.76) os coeficientes de u
2 
e 
suas derivadas envolvem parâmetros (velocidade, aceleração,pre~ 
são), que dizem respeito ao escoamento do fluido. O problema 
portanto consiste em determinar sob que condições de fluxo,a s~ 
lução u2 desta equação, é estãvel ou não. Duas situações bem dis 
tintas se apresentam claramente: 
i escoamento em regime permanente 
Neste casos= constante, s = O, e os coeficientes de 
u
2 
e suas derivadas são constantes no tempo; 
ii) escoamento em regime transiente 
. 
Neste casos= f(t) e os coeficientes de u
2 
dependem 
explicitamente do tempo. 
3.5.3. Forma Fraca da Equação de Perturbação 
Em quaisquer das situações acima mencionadas, o estudo 
da es tabi 1 idade diretamente sobre a equaçao a derivadas parciais 
(eq. 3.76) é bastante complicado e somente em alguns casos (co-
mo se verã na prÕxima seção) podem-se obter previsões sobre o 
comportamento da solução. Para um tratamento geral torna-se ne-
cessãrio a utilização de métodos numéricos aproximados,que per-
mitam transformar a eq. (3.76} num sistema de equações diferen-
ciais ordinãrias, na variãvel tempo, sobre o qual o estudo da es 
tabilidade serã realizado, conforme sera visto nos capítulos IV 
e V. 
Assim, de acordo com o que foi feito no capítulo II, é 
conveniente a obtenção da forma fraca da equação de perturbação, 
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o que pode ser conseguido diretamente de (3.49), introduzindo-
se a relação (3.70), as condições (3.64), (3.69) e (3.74)e co~ 
siderando-se tambêm o trabalho virtual da força não conservat! 
va atuando na extremidade livre do tubo, cuja expressão e: 
(3. 78) 
Se se procede dessa maneira, obtem-se: 
f 
L • 
+A (p*-p)+N*}u'Ü'dX + {pA [U +2t~'+t 2 u"+ f 22 1 Q f 2 2 2 
(3.79) 
Se se integra por partes o segundo termo da terceira integral, 
obtem-se alternativamente: 
f~ (µA+pAf)U 2 Ü2 dX 1 +f~Eiu~Ü~dX 1 -f~{[(µA+pAf)g+ 
+pAf~] (L-X 1 )+Afp*+N*}u~u;dX 1+f~pAf(2tü;+ 
+~ 2 u"+~u' )Ü dX +(N*+Afp*)u~(L)Ü 2 (L) = O 2 2 2 1 ( 3 . 80 ) 
As equaçoes (3.79) ou (3.80) correspondem ã forma in-
tegral de (3.76). As condições de contorno são as mesmas daqu~ 
las apresentadas nas relações (3.77a-d), e as mesmas observa -
ções feitas no item anterior, com relação a outros tipos de foi 
ças e condições de contorno, permanecem vãlidas. Ressalta - se 
que nos casos em que os bordos são restringidos contra des-
locamentos transversais (u 2 (L) = O), ou ainda no caso em que 
N* e conservativa, o último termo de (3.79) ê identicamente nu 
1 o. 
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3.6. Vibrações Lineares 
A equação de perturbação (eq. 3.76), ou sua forma inte 
gral (eq. 3.80), pode ser visualizada como a equação de vibra-
çoes livres (pequenos deslocamentos) em torno de uma posição de 
equilibrio, desde que em cada caso particular sejam especifica-
das as condições de contorno e as condições iniciais. r portan-
to vãlido procurar, analisando-se este problema, obter se possl 
vel algumas informações sobre o comportamento do sistema. 
Dentro desse contexto pode ser interessante, por exem-
plo, a obtenção de integrais do movimento, com a caracterização 
do hamiltoniano e do lagrangiano do sistema. r tambêm convenien 
te o estudo dos auto-valores associados ao problema de vibrações 
livres. 
3.6.1. Integral de Jacobi 
Observando-se que a equaçao (3.80) ê vãlida para qual-
quer função pertencente ao espaço das variações admissiveis e 
se se relembra a definição (2.20b}: 
ü 8 v ; ir = {!:! ;ui =O} 
- B -ºu t 
Íf - espaço das variações admissiveis. 
Verifica-se que o campo de velocidades reais (solução do probl~ 
ma proposto) e um elemento de Í/. Assim, adotando-se em (3.80) 
(3.81) 
chega-se a uma equaçao de energia da forma: 
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L 
-X )+A p*+N*}u'Ü'dX +J pA (U +2~u•+f 2u"+ 1 f 221 f 2 S2S>2 o 
(3.82) 
3.6. 1. 1. Vibrações livres autônomas 
Neste caso t = con~tante; s = O e a equação (3.82) nao 
depende explicitamente do tempo. 
Sejam agora as seguintes relações auxiliares: 
Jlu Ü dX d I~ l Ü2dX = ãt Q 2 2 1 ] 2 1 
JLu'Ü'dX d IL 1 u ' 2dX = êIT O 2 Q 2 2 1 2 1 
j~ú~Ú 2dX 1 
1 . 21 L = 2 u2 o 
J~u~ü 2dX 1 IL d f L 1 = u'Ü - ãt o 2 u' 2 dX 2 2 Q 2 1 
jlu"Ü"dX d f~ 1 u" 2dX (3.83a-e) = êIT 2 2 2 1 2 1 o 
e procurando-se caracterizar as diferenças bãsicas de comporta-
mento entre o tubo em balanço e outras situações (bi-apoiado,bl 
engastado, apoiado-engastado), para os quais os deslocamentos 
transversais das extremidades do tubo são impedidos, os seguin-
tes casos serão estudados isoladamente: 
a) Tubo com extremidades impedidas a deslocamentos transversais 
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do-se uso das relações (3.83a-e), a eq. (3.82) pode ser escrita 
na forma: 
dH ât = O , onde: (3.84) 
(3.85) 
onde H representa o hamiltoniano do sistema linearizado. 
óe (3.84) conclui-se que: 
H = constante (3.86) 
que corresponde, portanto, a integral de Jacobi. 
A terceira integral que ocorre em (3.82) e identifica-
da como a potincia das forças relacionadas com o escoamento do 
fluido,ou seja: 
(3.87) 
O segundo termo de (3.87) em vista das condições de contorn~eq. 
3.83c), e identicamente nulo, demonstrando que nestas situações 
as forças de Coriolis não realizam trabalho. Este mesmo resulta 
do e bem conhecido [57], [62], [33] no caso de forças gi roscÕp..!_ 
cas (forças de Coriolis associadas com a rotação rígida de cor-
pos). Em vista das observações anteriores o sistema em estudo, 
pode ser classificado como do tipo giroscõpico. 
Se se considera detalhadamente cada termo que aparece 
em (3.85) e possível estabelecer o lagrangiano do sistema. Pro-
cedendo-se dessa forma verifica-se que: 
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i ) Energia cinêtica do tubo 
L 
Tt = _l f µAÜ 2 dX 
2 2 o 2 1 - função quadrãtica da veloci 
d ade 
ii Energia potencial do tubo 




cional (3. 89a-c) 
iii) Energia cinêtica do fluido 
A energia cinêtica das particulas de fluido que estão 
no interior do tubo pode ser calculado a partir de: 
(3.90a) 




pAf[t 2 L+J (Ú 2 +2lu'u -2~J u2 rü 2 dç)dX ](3.90b) Q 2 2 2 Q ... ,ç ! 
que pode ser escrita como: 
rf =constante+ r: + r; 





pAft[u~ú 2 -(L-X 1 )u~Ü~)]dX 1 - função li-




iv) Energia potencial do fluido 
A energia potencial das particulas de fluido no interior 
do tubo pode ser expressa pela soma: 
vf 1 JL . = O pAfç:11; 2 dX' potencial devido e 2 ao es 
coamento do fluido 
L 
vf 1 = f pAfg{L-X 1 )u~ 2 dX 1 - potencial gravi-g 2 
O tacional 
(3.9la-c) 
v ) Potencial das açoes externas 
Relacionado neste caso com a pressao interna e com o 
estado inicial de tensões, e dado por: 
1 J L . A p*u' 2 dX 2 o f 2 1 
(3.92a-c) 
De acordo com as expressoes anteriores o lagrangiano 
e expresso pela equação: 
L = T - V , onde: 
T = Tt + Tf = Tt + Tf + Tf 2 2 1 
V = vt + vf + vª = vt + vt + vf + vf + vª + vª e g e g p N 
(3.93a-c) 
Comparando-se as definições anteriores com a expressão do hamil 
toniano, (eq. 3.85), escreve-se: 
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(3.94) 
A ausência na expressao do hamiltoniano, de termos lineares nas 
velocidades generalizadas (r;) e uma caracteristica de sistemas 
deste tipo (ver [57]). 
Uma outra informação que pode ser rapidamente deduzida 
a partir de (3.86) diz respeito ao comportamento da energia ab-
sorvida pelo tubo. Apenas por simplicidade seja por hipõteseN*= 
= p* = g = O. Definindo-se, então: 
(3.95) 
como a energia total do tubo, e 
dt = -I~ -21 pA (u 2 -t 2 u' 2 )dX f 2 2 l (3.96) 
como o trabalho das forças devidas ao escoamento do fluido, tem 
se de acordo com (3.86) 
Et = W + constante (3.97) 
A equação (3.97) mostra que a energia Et do tubo nao se 
conserva. Existe sempre urna troca de energia: ora o tubo cede 
energia ao fluido, ora o tubo retira energia deste. Por outro la 
do foi visto que o hamiltoniano se conserva, que as forças de 
Coriolis não realizam trabalho, e que as demais forças que atuam 
sobre o tubo são derivãveis de uma função potencial ( ver eqs. 
3.91-3.92). Dessa forma o sistema pode ser visto como uma gene-
ralização de sistemas giroscõpicos conservativos tipices. 
De qualquer forma.verifica-se a partir de (3.96), que 
existe a possibilidade de ocorrência de movimentos periõdicos,e 
que nesta situação a variação llW, do trabalho realizado pelo flui 
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do sobre o tubo em cada período, e que mede a energia cedida ao 
tubo ~este espaço de tempo, ê zero. 
Portanto: 
i se o movimento ê periÕdico, então: 
W = W(t 2 ) - W(t 1 ) = O (t 2 -t 1 ) = período 
/\ {\ ' ]', \li_, 
ii ) se 6W > O - energia e cedida ao tubo pelo fluido. 
iii) se 6W < O - energia e retirada do tubo pelo fluido 
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b) Tubo em balanço 
Seja agora um tubo em balanço u2 (0) = u2 (0) = O. A pa~ 
tir de (3.82) chega-se a: 
(3.98) 
demonstrando que nesta situação o hamiltoniano nao e mais cons-
tante. Observando-se que no caso de sistemas holonõmicos não co~ 
servativos [57] a equação anterior pode ser escrita na forma 9! 
ral 
dH 
= df (3.99) 
onde os 9i represent~m forças nao conservativas (não derivãveis 
de uma função potencial), conclui-se da equação anterior, que 
nesta situação, a açao do fluido sobre o tubo e caracterizada P! 
lo aparecimento de uma força não conservativa 
(3.100) 
atuando na extremidade livre do tubo. Por esta razao define-se es 
-te sistema como nao conservativo. 
O trabalho das forças devidas ao escoamento do fluido, 
toma a forma: 
l f L . • 
= - - pA [u 2 -1;;2u' 2J dX -2 o f 2 2 1 
t -f pAf[tu 2 (L)+i; 2 u'(L)Ü (L)Jdt 
Ü 2 2 2 
(3.101) 
A primeira parcela de (3. 101) que e idêntica ãquela obtida em 
(3.96) corresponde ao trabalho de forças conservativas. A segu~ 
da integral fornece o trabalho da força não conservativa,defini 
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da em (3.100). Quando Ü2(L) > tu~{L) esta força é contrãria ao 
movimento do tubo implicando em que nesta situação energia e re 
tirada do tubo. Em caso contrãrio o fluido cede.energia ao tubo. 
3.6. l.2. Vibrações livres não autônomas 
Quando a velocidade de escoamento ê função do tempo 
(~ -1 O) o lagrangiano (eq. 3.93a-c) depende explicitamente do te!!!_ 
po, e a equação (3.82) conduz (no caso de tubos com extremida-
des fixas), a expressao: 
dH 
êIT 
L X t 
= fo {-pAf~(u;ü2-fo u2,çü2,çdç) - p Af ~~u; 2 }dX 1 
(3.102) 
e tendo-se em vista a definição de L(3.93a-c), a equaçao ante-




que e uma equaçao do movimento caracteristico de sistemas para 
os quais o lagrangiano ê uma função explicita do tempo. 
3.6.2. Principio de Hamilton 
A forma geral do principio de Hamilton aplicãvel a sis 
temas holonômicos não conservativos ê expressa pela equação va-
ri acional: 
(3.104) 
onde o simbolo o representa variação, Lê o lagrangiano do sis-
tema e Wnc e o trabalho virtual das forças não conservativas. Se 
se utilizam as definições anteriores,(eq. 3.93a-c) e (eq.3.100) 
obtem-se a expressão do principio de Hamilton para o problema em 
estudo, o qual conduz obviamente ã obtenção da equação de vibra 
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çoes livres que é idêntica a equaçao (3.76). Uma equaçao seme -
lhante a (3.104) foi deduzida em [8] para o caso de uma asso -
ciação de tubos rígidos. 
Alternativamente o principio de Hamilton poderia ter si 
do obtido do principio dos trabalhos virtuais (eq. 3.80). 
3.6.3. Problema de auto-valor 
Para o estudo do problema de auto-valor associado ã equ~ 
çao de vibrações livres lineares, que como jã se viu é idêntica 
ã eq. (3.76) ,é conveniente a introdução dos seguintes parâmetros 
adimensionais: 
T = 1 t L' 
V = 
(µA+pAf) 
; y = E I 
onde w é a freqUência de vibração. Em termos desses parâmetros a 
equaçao (3.76) toma a forma: 
1/2 • 1/2· ii+2B vn'-yn'+[v+r+(y+B v)(l-x)+v 2]n"+n"" = O 
(3.105) 
onde n = n(x,T) , (º) = ~ e (') = ~ 
Como vai se estudar exclusivamente o problema de vibrações li-
vres autônomas, o parâmetro v (que define a velocidade adimen -
sional de escoamento) é tomado constante (v = O). Além disso vai 
se supor também que não existe influência do campo gravitacio-
nal (y = O), isto e, que as vibrações ocorrem num plano horizon 
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tal. Com estas hipóteses a equaçao anterior simplifica-se para: 
1 / 2 • 2 ii+2B vn '+a n"+n"" = O (3.106) 
onde 0.2 = \) + r + v2 (3.107) 
• 
Seja agora uma classe especial de movimentos cinemati-
camente admissiveis dada por: 
ÀT n(x,T) = w(x)e (3.108) 
onde 1jJ = u+iw e a auto-função complexa, associada ao auto - valor 
À=a+bi (i=l-=l"). A parte imaginãria do auto-valor estã associada 
ã freqüincia ~e vibração, a parte real representa o amortecimen 
to e 1jJ corresponde ao modo de vibração. 
Se se substitui (3.108) em (3.106) obtem-se o problema 
de auto-valor: 
( 3. l 09) 
Multiplicando-se (3. 109) por 1jJ (conjugado de ijJ) e integrando-se 




tji w'"'dx = o 
(3.110) 
que e uma equaçao algébrica em À e que permite, conhecida a au-
to-função, determinar o auto-valor correspondente. 
3.6.3.l. Determinação dos pontos criticos - Caracterização dos 
modos de flambagem 
O termo flambagem estã relacionado com a perda de equi 
librio estãtico, sendo caracterizado por Im À= ReÀ = O. 




que representa um novo problema de auto-valor em a 2 • 
A solução geral de (3.llla) e da forma: 
(3.lllb) 
Se esta solução e particularizada para diferentes con-
dições de contorno (estã se assumindo implicitamente que as co~ 
dições de contorno naturais são identicamente nulas), chegam-se 
ãs equações caracteristicas, que fornecem os seguintes valores 
criticos, para o parâmetro a: 
i ) viga simplesmente apoiada 
n=l,2,3 ... 
ii ) viga bi-engastada 
a = 2mr c n=l,2,3 ... 




iv viga em balanço - nao existe valor critico associado a 
flambagem. 
Do exposto anteriormente conclui-se que a ocorrência 
de flambagem esti associada ao termo a'n'', o qual e comparivel 
a uma força axial de compressão, quando se considera o problema 
de flambagem. O fato de ser, esta força axial equivalente, sem-
pre tangente ao eixo do tubo (''follower force"), explica porque 
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no caso de um tubo em balanço nao ocorre flambagem,mas instabi-
lidade dinâmica (como se vera posteriormente). 
De acordo com a definição do parâmetro a(eq. 3. 107),ve 
rifica-se que mesmo no caso em que v = v = O, ocorre a possibi-
lidade de flambagem comr ~ O. Ou seja, apenas a açao da pressão 
interna pode ser responsãvel pela ocorrência de flambagem.O es-
tudo experimental deste efeito foi feito em [13]. 
Se em (3. 107) faz-se v = r = O, obtêm-se as velocida -
des criticas (ac = vc). Note-se que o termo v2 n'' provem da ace-
leração centrifuga (eq. 3.40). Dessa forma a influência deste ter 
mo e de diminuir as freqüências de vibração. 
3.6.3.2. Estudo qualitativo do comportamento dos auto-valores 
Seja de novo o problema de auto-valor definido pela equ~ 
çao 
(3.109) 
A dificuldade na obtenção explicita dos auto-valores À 
reside,fundamentalmente,no fato de que,devido â presença do ter 
mo ii', os modos normais de vibração de uma viga não são mais au-
to-funções para o problema que se estã analisando. 
Ainda assim,e possivel tentar estabelecer algumas pro-
priedades dos auto-valores À, quando se varia, por exemplo,a v~ 
locidade de escoamento. Vai se impor portanto, daqui para dian-
te, que v = r = O, isto e a= v. E seguindo-se o mesmo enfoque 
adotado no item 3.6. 1 vai se analisar inicialmente os casos em 
que o tubo tem as extremidades impedidas a deslocamentos trans-
versais e posteriormente o tubo em balanço. 
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a) Tubo com extremidades fixas 
Integrando-se por partes (3.110) e tendo-se em vista que 
as condições de contorno se anulam identicamente obtem-se: 
J
l 1/2 Jl Jl Jl À2 
0
-;p l/Jdx+À2S v 
0




-;jj"l/J"dx = o 
(3.112) 
O termo independente e o coeficiente de À2 sao obviamente núme-
ros reais, e pode-se mostrar que o coeficiente de À ê um imagi-
nãrio puro. Realmente: 
J;-;p 1/J'dx = v-~),;+iJ;(w'u-u'w)dx = 
-J:lP'l/Jdx (3.113) 
Se se define agora U =[u w]T, os funcionais presentes 
em (3.110) ficam dados por: 
dx > O - positivo definido 
m = o se e 50 se u = o -,. 1/J = 1/J = o. 
l l 
ko = J 
0
lP"l/J"dx = j U".U"dx > o - positivo definido o- -
l l 
k 1 = J 
O 
"ijj' 1/J' dx = Ju'.U'dx > o - positivo definido o- -
i c = J;-;p 1/J'dx = iJ:~~·-~ dx - c e indefinido 
(3.114a-d) 
z e um tensor antissimétrico cujas componentes nao nu-
las na base (e. 0 e.), i,j=l,2 são Z12 = -Z 21 = l. O sinal de c -1 -J 
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depende do sinal dos vetores.!~' e~- Alem disso c = O pode ocor 
rer se ZU' l U. A forma do funcional c,que provêm do termo . ' T) 
associado com as forças de Coriolis,demonstra claramente que a 
influência desse termo ê distorcer os modos normais de vibração 
1 / 2 livre de uma viga em flexão. Como o coeficiente de c e S v,o~ 
de S representa a relação entre a massa do fluido e a massa to-
tal (fluido+ tubo), essa distorção serã tanto maior quanto maior 
sejam Se/ou v. No limite, quando S + O ou v + O, a auto-função 
do problema tende aos modos normais de vibração livre de uma vi 
ga. Fisicamente o que ocorre e que o sinal da velocidade angu, 
lar d{n' )/dT depende do sinal da rotação n'. Portanto ,se se con 
sidera inicialmente um modo "standard" de vibração ,vê-se facil-
mente que n' troca de sinal com a variãvel X· As forças induzi-
d as p e 1 a a c e 1 era ç ão d e Cor i o 1 i s trocam d e s i na l d e acordo com n ' 
e portanto não são congruentes com as correspondentes acelera -
ções do tubo. Isto causa uma distorção no modo de vibração e na 
realidade não tem mais sentido usar-se a expressão ''modo de vi-
bração", para o caso geral de tubos conduzindo fluido. 
Usando-se as. definições (3.114a-d) e de acordo com (3. 
112), vem: 






as seguintes condições podem ocorrer: 
a) d > o t, o .... À ( ) [ 1 / 2 ~ ± !â]. c = -S V - 1 
1 , 2 m m 
/k -v
2
k1 c = o .... À ( ) = ± o i 1 , 2 m 
b) d > o 
c) d = o c = o .... À{1,2) = o 
d) d = o c t, o .... 
À{1,2) = 6
1/2 
- V c i -m 
e) d o t, o .... À(1,2) ± /êf' 1/2 c i < c = - -S V -m m 
f) d o Ü'+À{1,2) = 
/k -v 2k1' 
(3.116) < c = ± o 
m 
Para valores de v prõximos a zero (v << l) a equaçao 
(3. 115b) prevê uma bifurcação no espectro de freqüências natu -
rais A. da viga (À.
1 
= /i.J., j=l ,2 ... n). Realmente, de acordo com 
J J v=O 
esta equaçao.: 




, me c(eq.3. ll2a-d) 
e denotando-se llull
0 
= j~u 2 dx, como a norma em H0 , escreve-se: 
l 
II\/JII ~ = f
0
iii \/Jdx = ll'il,II~ = m 
11\/J'II~ = f >j'\/J'dx = lliii 'li 2 = k 1 o 
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lrv"II 2 = f 1*"1/!"dx = ll*"ll 2 = k o o o o 
Usando-se a desigualdade de Schwarz, tem-se: 
c = 111/J'II -+ O < c 2 < k m o - - 1 




- k o 
(3.ll?a-c) 
(3.117d) 
Por outro lado como 1/J' anula-se em algum ponto no intervalo [D, 
lJ, conseqUência de que pelas condições de contorno 1/!(0)=1/!{l )=O, 
tem-se pela desigualdade de Wirtinger [61] que: 
k1 2 K k0 K = constante 
isto e o coeficiente de v em (3.115b) ê finito. Por outro lado 




indicando a ocorrência de bifurcação no espectro de freqUências 
(ver figura 3.8). 
Essa bifurcação, que e uma caracteristica de sistemas 
realmente giroscÕpicos, isto ê, sujeitos a uma rotação rigida 








Fig. 3.8 - Inexistência de bifurcação no espectro 
de freqüências 
De acordo com (3. 115b) existem dois auto-valores À(i)' 
À(
2
) associados a uma mesma auto-função*· Assim,partindo-se de 
(3. 109) é vãlido escrever: 
e por subtração: 
( 2 2 ) 2 1/2 ( ) 1 À ( 1 ) - À ( 2 ) *+ S V À ( 1 ) - À ( 2 ) * = 0 (3.119) 
Se À(i) = À(
2
),(3.ll9) é satisfeita,e portanto existirão dois a.!!_ 
to-valores iguais associados a uma unica auto-função. Entretan-
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to no caso geral À( 1 ) i À( 2 ), conduzindo a: 
(3.120) 
Como B e v independem de X, (3.120) admite solução da forma: 
lJ!(x) = A exp [- (3.121) 
e sendo ljJ ( O ) = O , vem ljJ ( x ) = O , i m p 1 i c ando em que não podem ex i s 
tir dois auto-valores distintos para uma unica auto-função. 
Para exemplificar a possibilidade de ocorrência deste 
fato em problemas giroscõpicos, considere-se o problema de vi -











't 1 1 ~I ~2 X I / I -t> 
n =ne ,., ~3 
Fig. 3.9 - Haste bi-apoiada com movimento de rotação 
Se se considera que a rigidez ã flexão nos dois planos e igual 
e vale k e sendo ma massa por unidade de comprimento, a equa-
ção de vibrações livres, dentro da teoria elementar de vigas e 
[33] : 
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cuja equaçao de auto-valor pode ser escrita como: 
e observando-se que ~n = ~n sen ~ e auto-função, e definind~ 
se w2 n L ' 
que fornece: 
k (n=l ,2,3 ... ) chega-se a equação caracterfstica: 
m 
auto-valores auto-funções 
X = (w -íl)i "Tn(1) [1 -i]Tsen 
nrrx 
n ( 1 ) = ~ n 
À = -(w -íl)i 1/J n ( 1 ) [1 i] T sen 
nrrx 
n ( 1 ) = ~ n 
Àn(2) (w +íl) i 1/Jn ( 2 ) [1 
·] T nrrx = = 1 sen ~ n 
1n(2) = -(w +íl)i i/Jn(2) [1 ·] T 
nrrx = -, sen ~ n 
demonstrando portanto a existência de dois auto-valores distin-
tos associados a uma mesma auto-função. 
Este mesmo resultado obtem-se obviamente partindo-se do 
quociente de Rayleigh, que para este problema ê: 
onde o coeficiente de À ê tambêm um imaginãrio puro, mas neste 
n . 
caso não ocorre distorção nos modos normais de vibração (sem ro 
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tação) que permanecem sendo auto-funções deste problema. 
Se se experimentam quaisquer dos dois conjuntos de au-
to-funções mostrados acima, chegam-se aos mesmos pares de auto-
valores obtidos anteriormente, o que estã de acordo com a equa-
ção de teste (ver eq. 5.78): 
que se cumpre identicamente para cada auto-função ~n e os seus 
correspondentes auto-valores À ( ) e À ( )' comprovando que nos . n 1 n 2 
problemas giroscõpicos ocorre realmente uma bifurcação no espeE 
tro de freqüências do problema estacionário (íl=O). 
Ficou evidenciado desta forma (3.120) que no caso de tu 
bos conduzindo fluido, existe apenas um auto-valor À associado 
- -a auto-função w, e que satisfaz a equaçao: 




- - ÀT n = w e 
-onde n e o complexo conjugado de n e: 
* = u- i w I = a-bi (ver eq. 3.108) 
(3.112) 
(3.122) 
Procedendo-se analogamente ao que foi feito no inicio 





~''l''dx = o (3.123) 
e comparando-se (3.110) e (3. 123) conclui-se que se À e um auto 
valor (-À) tambem o sera. 
Em vista das discussões anteriores as seguintes conclu 
soes parciais podem ser coletadas: 
i Não podem existir dois auto-valores distintos associados a 
uma mesma auto-função. 
ii Existe um grupo de velocidades vc (velocidades críticas)pi 
ra as quais À= O {flambagem). 
iii) Prõximo a v = O, tem-se sempre que o descriminante d (eq. 
3.ll5c)e positivo (d>O) e portanto todos os auto-valores são 
imaginários puros. 
iv Se existe o auto-valor À ocorre tambem o seu simetrico(-À), 
isto e: 
a) raízes imaginárias puras 
Se para determinado valor de v existir a raiz À=bi exis 
tirá tambem a raiz (-bi). 
b) raízes reais 
Se para determinado valor de v existir a raiz real À=a 
existirá tambem a raiz (-a) e elas estarão associadas a 
auto-funções distintas. 
c) raízes complexas 
Se para determinado valor de v existir a raiz À= a+bi 
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existirão tambêm as raízes (a-bi), (-a-bi), (-a+bi).Ou 
seja raízes complexas ocorrem sempre em pares da forma 
(±a±bi). Cada par de auto-valores complexos conjugados 
estando associados a auto-funções complexas conjugadas. 
A esta altura jã se dispõem de resultados suficientes 
para se tentar analisar a variação de À com o parâmetro v. 
Prõximo a v = O tem-se d> O; ReÀ = O; À= ±ImÃi (eq. 
3. 116a), e ã medida que v cresce,À decresce, atê um valor de v 
(v = vc) para o qual À= O (fig. 3.10). 
A, Re >-.=O ,< 
e> 
e 





Fig. 3. 10 - Redução nas freqüências de vibração 
Dada a dependência contínua de d (eq. 3.115) com opa-
râmetro v e tendo em mente a relação (3.117d) deve-se chegar a 
situação em que o descriminante d se anula (ver eqs. 3.ll6c-d). 
Suponha-se que esta situação (d=O) ocorre com e ft O. Então: 
y 2 = 
k m 
o 
Como Sc 2 > O · v2 > k /k , - o 1 
(3.124) 






Mas a determinação do min k
0
/k 1 corresponde a obter o min k0 com 
a condição k 1 =1. E usando-se as definições (3.114b-c), isto e: 
ko=Jo
l Jl U" . U" dx k 1 = O U ' . U 'dX 
ve-se que o problema anteriormente proposto e equivalente a ob-
tenção do mínimo do funcional: 
1 1 
J ( ~ ,a ) = J O ~" . ~ "dx -a 2 [J O ~ ' . ~ ' dX - 1 J 
cujas equaçoes de Euler-Lagrange sao: 
Mas se u e 
cond. de 
{
~"" +a2 ~" 
condições 
1 





contorno) então e vãlido 






J Q ( ~ 1111 +a 2 ~ 11 ) • ~ dx = o + u" . u li dx -a 2 J o ~ ' . ~ ' - -
1 









isto e o min k
0 
e igual ao menor valor característico de(3.125-a). 
A similaridade deste problema com aquele tratadono Ttem 
3.6.3.1 (eq. 3.111) e Õbvia, ou seja: 
a 2 = menor velocidade crTtica (3.127) 
e a conclusão a que se chega e que ã medida em que se aumenta v, 
sempre ocorre flambagem (À=O; condição 3.116c) antes que as si-
tuações (3.116d-e-f) possam acontecer. Portanto se v<l~ velocida 
de crTtica, todos os autovalores tem Re À.=O, havendo portanto a 
J 
possibilidade de se ter um movimento periÕdico,o caso mais simples 
sendo aquele em que a con~ição inicial tem projeção apenas sobre 
uma auto-função: neste caso t,W=O (ver eq. 3.97). Para uma condi-
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çao inicial qualquer deve-se ter u.m movimento quase periÕdico. 
Tendo-se alcançado um valor de v para o qual ocorre fla~ 
bagem no 19 modo,À(A ) = À(-A
1
) = O,a pergunta agora e: como se 
1 
comportam este modo e os modos superiores se se continua aumen-
tando o valor de v? Convém ressaltar neste ponto,que como vã foi 
dito no inicio desta seção,o conceito de modo estã sendo usado 
de forma não apropriada, mas justificada pela necessidade de se 
caracterizar as curvas de variação dos auto-valores, correlacio-


















1,2 Vel.adimensional v 
1,2 
Fig.3.11 - Curvas caracteristicas (À,V) - nao realizáveis 
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Seja então a condição d
1 
< O com c
1 
-1 O (3.116-e). Ne~ 
te caso associado ao modo ~(A 1 ) deve-se te~ uma· ráiz complexa 
À(A
1
) = a+bi e a complexa conjugada À(-A 1 ) = a-bi corresponden-
te a ~(A 1 ) = ~(-A 1 ). Porem como jâ se tinha mostrado antes, a 
raiz (-À) tambem deve existir, o que sõ seria possível se algu-
ma outra auto.-função conduzisse a d = O (ver fig. 3.11 ), o que 
estã em desacordo com as velocidades críticas calculadas nas eqs. 
3. lllc-f. 
Se alternativamente se admitisse d1 = O, c 1 -1 O de aco.!:_ 
do com (3. 116d) ter-se-iam duas raízes imaginãrias iguais e Pº.!:. 
tanto dois modos iguais (ver fig. 3. 12), o que por um raciocí-




r.., Re )1. =O 
OI 
o 
Velocidade adimensional v E 
-A 1 
1,2 
-A 2 2 
Fig. 3.12 - Curvas caracteristicas (À,v) - nao realizãveis 
Dessa forma a unica opçao restante seria d1 < O; c =O 1 
(3. 116f), e se se assume agora que o modo de flambagem permane-
ce inalterado (por exemplo no caso bi-apoiado ~(A 1 )=~(-A 1 )= sen 













Velocidade adimensional v 
Velocidade adimensional v 
Fig. 3. 13 - Curvas características (À,v) - nao realizãveis 
Mas isso implica em se ter dois auto-valores distintos 
para uma mesma auto-função o que não pode acontecer. Uma possi-
bilidade seria w(A 1 ) e w(-A 1 ) reais mas uma combinação de dis -
tintos modos de flambagem. Assim por exemplo poder-se-ia tentar 
uma auto-função envolvendo o 19 e o 29 modos de flambagem,ou se 
j a: 
a e os coeficientes A e B seriam tais que para v = rr (l. velocida 
de critica) B = O, e ã medida que v + 2rr (2~ velocidade critica) 
A+ O de forma que o auto-valor variaria, segundo a relação: 
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À = rr/ v2 (A 2 +4B 2 )-rr 2 (A 2 + l 68 2 ) / (A 2 +B 2 ) 
cujo grãfico correspondente seria: 
;<, '" e,, o 1T' 21T' Vel. adim. v E 
1 1 
-/\ 







Fig. 3.14 - Comportamento dos auto-valores 
Tubo bi-apoiado - O< v < 2~ vc 
Resumindo-se: 
(3,128) 
Quando v = 1~ vc' isto ê À(A 1 ) = À(-A 1 ) = O, as auto-




) e reproduzem 
o 19 modo de flambagem de uma viga. Quando,1~ vc < v < 2~ vc,os 
auto-valores À(A) e À(-A 1 ) são reais e simétricos e as auto -1 
funções correspondentes, que são diferentes, se modificam ã me-
dida que v cresce. 
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Para estudar um possível comportamento para a segunda 
auto-função, a partir do ponto em que v = 2~ vel.crítica,vai se 
admitir que neste ponto À(±A 1 } = O para a primeiro modo. Supo-
nha-se que a partir deste ponto d1 < O; c 1 f O+ À(±A 1 ) = a±bi. 
Porem neste caso deve-se ter tambem À(±A 2 } = -a±bi e isso so e 





f O, e portanto jã ocorreu a situação d2 = O; e se c2 f O, 
de acordo com (3. 116d} existem duas raízes imaginãrias iguais 














11.2 Vc Vel. adimensional v 
1 
1 
1 2 1,2 
1,2 
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Fig. 3.15 - Ocorrincia de "couppled mode flutter" 
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reta e que jã ocorreu anteriormente a situação: dois modos iguais 
,JJ(A 1 ) = ,JJ(A 2), *(A 1) = *(A 2) e duas raizes iguais À(±A 1) = ±bi 
e À(±A 2) = ±bi. Se se aumenta v pode-se então chegar a condição 
d!< O; d2 < O; ,JJ(A1) F ,JJ(A2); À(±Al) = a±bi; À(±A2) = -a±bi. 
(ver fig. 3.15). 
A ocorrência de raízes complexas da forma À(±A 1)=a±bi 
e À(±A 2 )=-a±bi indica que nesta situação o comportamento do sis 
tema pode ser vibratõrio com amplitudes crescendo (nW>O) ou de-
crescendo (nW<O) exponencialmente com o fator eªt,dependendo se 
a condição inicial corresponde a auto-função associada ao auto-
valor com parte real positiva ou negativa, respectivamente. Cli 
ro estã que se a condição inicial tem alguma componente sobre a 
auto-função associada ao auto-valor com parte real positiva a 
amplitude da resposta do sistema linearizado deve crescer com o 
tempo. 
O valor de v para o qual À(±A 1) = À(±A 2) = ±bi ,,JJ(±A 1 )= 
=l/J(±A 2), define tambem uma condição critica do sistema com a mu 
dança qu~litativa de comportamento do mesmo. A transição (ponto 
critico) e caracterizada por uma resposta que cresce linearmen-
te com o tempo: 
n(x,T) = l/J(x) (A+BT)e ibT 
Convem observar que nesta situação ocorre a coincidência de duas 
auto-funções originariamente distintas envolvendo uma superposl 
ção de modos de vibração (na descrição qualitativa apresentada-
19 e 29 modos). Este ponto precede a ocorrência de "coupled mode 
flutter" terminologia empregada por Paidoussis [ 6]. 
b) Viga em balanço 
No caso do tubo em balanço a anãlise da variação dos 




torna-se muito complexo, jã que neste problema as condições de 
contorno não mais se anulam no bordo livre (X = l ). 
Mesmo assim.algumas conclusões de ordem geral podem ser 
formuladas usando-se esta equação. Assim.por exemplo, verifica-
se que a ocorrência do auto-valor À não implica na existência 
do auto-valor (-À), ou seja: no caso de raizes reais ou comple-
xas nao se deve esperar que as mesmas sejam simêtricas. 
Alêm disso como o coeficiente de À na eq. (3.110) 
(3.111) 
e um numero complexo com parte real positiva, por um desenvolvi-
mento idêntico ãquel e utilizado na obtenção da equação(3.118), co_!l_ 
clui-se que para v suficientemente pequeno os auto-valores devem 
ser complexos com parte real negativa, implicando numa resposta 
amortecida. Aumentando-se o valor devê possivel chegar-se ã si 
tuação em que para algum modo (modos isolados) ocorra ''flutter'' 
(ReÀ > O). Neste caso o modelo linear prevê uma resposta crescen 
do ilimitadamente com o tempo. 
Esta anãlise estã de acordo com a equaçao (3.98): 
(3.98) 
O primeiro termo e sempre positivo e o segundo e indefinido. En 
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tretanto para pequenos valores de~ (e portanto de v) é possivel 
que o primeiro termo domine o segundo. Nesta situação, em cada p~ 
riodo de vibração, energia serã retirada do sistema, razão pela 
qual deve-se esperar soluções que tendem a zero com o tempo. A me 
dida que~ cresce, inverte-se esta tendência (isto é energia e 
adicionada ao sistema) implicando numa amplificação da resposta. 
3.7. Conclusões 
- Formulação do problema 
A utilização do principio dos trabalhos virtuais, para 
a formulação do problema, foi particularmente interessante neste 
caso nao apenas por possibilitar mais diretamente a obtenção de 
soluções aproximadas (objetivo deste trabalho),mas também por pe.!:_ 
mitir tratar de forma adequada a ação do fluido sobre o tubo,res 
tringindo-se apenas as particulas de fluido que estão no interior 
do tubo. Além disto as expressoes do hamiltoniano, do lagrangia-
no e do principio de Hamilton, aplicãveis a este problema, foram 
obtidas a partir do P.T.V., interpretando-se convenientemente o 
conceito de espaço das variações admissiveis. Por Último, a ex-
tensão dessa formulação, para a solução do problema não-linear , 
via forma incremental do P.T.V. é praticamente automãtica. 
- Resposta não-linear 
A utilização da descrição lagrangiana atualizada da fo.!:_ 
ma incremental do P.T.V. mostrou ser a mais conveniente,jã queao 
se atualizar a cada instante a configuração de referéncia,automa 
ticamente leva-se em consideração a condição de ser o fluxo sem-
pre tangencial ao tubo. 
- Vibrações livres 
A obtenção do hamiltoniano e do lagrangiano do sistema 
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permitiu caracterizar o comportamento fisico do modelo. Mostro~ 
se que no caso do tubo em balanço o sistema ê nao conservativo e 
obteve-se explicitamente a expressão da força nao conservativa 
gerada pelo escoamento do fluido. No caso de tubos com extremi-
dades fixas esta força não existe, as forças de Coriolis prove-
nientes do escoamento não realizam trabalho, e quando o escoa -
mento se processa a velocidade constante o hamiltoniano tambêm 
ê constante no tempo, e o comportamento do sistema assemelha-se 
ao de um sistema giroscõpico conservativo. 
A utilização do quociente de Rayleigh, para a análise 
dos auto-valores associados ao problema de vibrações lineares au 
tânomas,permitiu estudar qualitativamente o comportamento des-
ses auto-valores com o parâmetro velocidade de escoamento, con-
cluindo-se que: 
a) Tubos com extremidades impedidas 
i Os auto-valores ocorrem sempre em pares simêtricos (carac-
teristica de sistemas holonâmicos conservativos). 
ii ) Não ocorre bifurcação no espectro de freqüências do probl~ 
ma estacionário (v=O). Isso não ê verdade no caso geral de 
sistemas elásticos giroscõpicos. 
iii) Para v < l~ velocidade critica todos os auto-valores sao ima 
ginários puros. 
iv ) A velocidade de escoamento sempre causa distorção nos modos 
a normais de vibração e para v > l. v sempre ocorre coinci-c . . 
dência de auto-valores originariamente distintos e superp~ 
sição dos seus modos. 
v ) Entendendo-se as condições iniciais como significando pe-
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quenas perturbações sobre a posição de equilibrio, de acor 
do com o conceito de Liapunov, pode-se afirmar que para v> 
1~ vc a posição de equilibrio e sempre instãvel. 
b) Tubo em balanço 
i No caso geral os auto-valores nao sao simêtricos. 
ii ) Para v suficientemente pequeno todos os auto-valores têm 
parte real negativa. 
iii) Para v suficientemente pequeno a posição de equilibrio e 
assintoticamente estãvel. 




Exaustivamente no decorrer deste trabalho tem se chama 
do a atenção para a grande dificuldade na obtenção de soluções 
''fechadas'', restando portanto a alternativa da busca de solu -
ções aproximadas, ou seja, soluções !!h, definidas num espaço "apr~ 
priado" ~h de dimensão finita. Formalmente: 
n 
,: D . 
i = l J 
1f-H 1 xH 2 
f. ( s ) 
-J s € [O,L] (4.la-c) 
n = n9 de graus de liberdade 
As funções f., conhecidas como interpolantes globais, definidas -J 
em todo o dominio [0,L], devem constituir uma base completa pa.: 
- 1,h ra a geraçao de v . 
Obviamente o que se deseja e que: 
uh .tenda em alguma mêtrica 
n -.. N 
u (solução do problema) 
e portanto uh deve satisfazer aproximadamente a equaçao (3.59), 
no caso de resposta dinâmica ou a equação (3.80) se se trata de 
estabilidade. O mêtodo dos elementos finitos permite construir 
de forma sistemãtica as interpolantes globai~ a partir de fun-
ções de interpolação definidas localmente em cada elemento. Nes 
te trabalho utiliza-se o elemento finito de ''p6rtico plano'',com 
l 00 







k+ 1 4 
Fig. 4.1 - Elemento finito adotado 
Em cada elemento finito os deslocamentos sao interpol~ 
(e)h 6 (e) (e) 
u = l: f. D . ( 4. 2) 




sao tais que: 
a [ .:J 
5l = 1,2 (4.3a-c) 
A equaçao (4.2) pode ser escrita em forma matricial como: 
o o 
(e) 
O J (e) 
• D 
q, 4 -
( 4. 4) 
D e o vetor dos deslocamentos nodais generalizados do elemen-
to (e), 'l'il(il=l;2) são polinômios lineares e q,il(il=l,2,3,4) sao 
lo l 
os polinômios cúbicos de Hermite. 
De acordo com as equaçoes anteriores, as interpolantes 
globais,associadas a um nõ genérico k serão: 
f =['l\+'1'1] 
-3k-2 
o ---------- - - - - ...... - - - ~--------(e) k (e+ 1) 
---------- - - - . - - -----------(e) k (e+I) 
Fig. 4.2 - Funções de interpolação globais 
Estas funções satisfazem as condições de regularidade impostas p~ 
la equação (3.59), ou seja: 
fJk- 2 b eº (funções continuas) 
fJk-l e f 3k E C' (funções com derivadas continuas) 
102 
4.2. Resposta Dinâmica 
A substituição de (4.1) no funcional (3.59) conduz a um 
sistema de equações diferenciais ordinãrias incrementais de se-
gunda ordem, que podem ser escritas genericamente como: 
r+ l M r+ l O + r+ l C r+ l O + r K O = r+ l R _ r F ( 4 • 5 ) r- r- r- r- r- r- r- r-
onde: r+l5 e r+lõ sao respectivamente os vetores de acelerações 
r- r-
e velocidades nodais; e D é o vetor dos incrementas de desloca-r-
mentas nodais generalizados. r+lR e o vetor das cargas nodais e_x 
r-
r -ternas aplicadas no instante tr+l e r~ e o vetor das cargas no-
dais devido: 
i ) aos esforços internos (N, M - 29 e 39 termos de (3. 59)). 
ii) as ações do fluido dependentes dos deslocamentos (ultimo ter 
mo de (3.61)). 
A matriz r+lM corresponde a matriz 
r-
nhecida como matriz de "rigidez tangente" e 
triz de ''Coriolis''. 
de "massa'' rK é co-
' r-
r+lc é denominada ma-
r-
Como é usual no M.E.F., as matrizes e vetores que apare-
cem na equação (4.5) são montados diretamente por soma convenie~ 
te das correspondentes matrizes e vetores dos elementos, sem a 
necessidade de se construir as interpolantes globais. 
Assim se se define: (ver eq. 4.4) 
'l' = ['l' l o o 
<!> = [O (4.6a-b) 
as componentes dos incrementas de deslocamentos ficam dadas por: 
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e a função que define localmente a pressao e ~e' O<~ <i, 
- e - e 
e uma abcissa que identifica a cada instante a posição da fren-
te de fluido em cada elemento (e). Se este elemento estã cheio 
de fluido ~e= ie. 
4.2. l. Integração numêrica 
A solução incremental de equaçoes diferenciais não-li-
neares exige obviamente a utilização de um ~goritmo de integra-
ção tipo "step-by-step'' para a obtenção da resposta do sistema. 
Ressalta-se aqui, entretanto, que mesmo no caso linear, desde que 
se esteja analisando a situação de escoamento transiente,as ma-
trizes: 
(e) (e) 
~f ; ~f e 
(e) 
~f 
sao funções do tempo (implicitas no caso de tubos enchendo e ex 
plicitas se t = f(t)) e portanto torna-se indispensãvel o uso de 
um esquema numêrico tipo passo-a-passo, para a integração no tem 
po. 
Neste trabalho utiliza-se o algoritmo de Newmark [34] 
o qual foi desenvolvido originariamente para a integração de equi 
ções diferenciais ordinãrias lineares de segunda ordem. Como Pi 
ra estes problemas o operador de aproximação ê consistente e es 
tãvel (na realidade ele ê incondicionalmente estãvel), de acor-
do com o teorema de Lax [76J ele ê convergente. Como no proble-
ma que estã sendo estudado,a solução não-linear ê obtida por uma 
sequência de linearizações (onde portanto este operador ê incon 
dicionalmente estãvel), ê razoãvel esperar-se que tambêm nesta 
situação o algoritmo.de Newmark seja convergente. 
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De acordo com o procedimento usual deste metada, as ve 
locidades e acelerações são aproximadas em cada intervalo ót de 
tempo por: 
r+ l · 2 D 
r. 
D = ti1 - D r- r- r-
r+ l ·· 4 D 4 r· r·· (4.9a-b) D = tt D - D r- ót 2 r- r- r-
Substituindo-se estas expressoes em (4.5) chega-se a 
um sistema de equaçoes algebricas: 
(4.10) 
cuja solução fornece os incrementas de desl ocamente D entre dois 
l"-
instantes prõximos tr e tr+l = tr + ót. O conhecimento do vetor 
~Q juntamente com as equações (4.9a-b) e a relação incremental: 
r+lo = rD + D 
r- r- r-
permite avançar a solução no tempo. 
4.2.2. Iteração de equilibrio 
(4.11) 
Convem observar que a equaçao (4.5) e apenas uma apro-
ximação da equação do movimento entre os instantes tr e tr+l' e 
que portanto, dependendo da não-linearidade do sistema, bem co-
mo do passo de integração, a solução aproximada pode afastar-se 
sensivelmente da solução "real" do problema. E possivel, obter-
se melhores aproximações para os incrementas de deslocamentos,se 
em cada instante de tempo são feitas iterações e testes de equ~ 
librio. Um esquema iterativo proposto por [74] consiste em man-
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ter constante a matriz de rigidez tangente, atualizando em cada 
iteração as acelerações, 
da configuração do corpo 
velocidades e o vetor rF que depende 
r-
(estã se supondo que as forças exter -
nas que originam o vetor r+lR sao conservativas, o que nao oco_r r-
re com o vetor rF que depende dos esforços internos (N,M) e das r-
açoes geradas pelo escoamento do fluido). 





ôQ(k) representa a correçao sobre o incremento de desloca-
o(k-l) e tal que para k = 1: r- , 
D( o) r+1··(1) = D ; D = r r- r-
r+ l ·· D 
r-
chega-se a um esquema iterativo do tipo: 
r+ 1 · D· r-, 
(4.13) 
(4.14) 
cuja solução fornece a k-êsima correçao sobre os incrementas de 
deslocamentos. Convergência ê atingida quando 
(4.15) 
As equações (4.10) e (4. 14) serão utilizadas para o cãlculo da 
resposta dinâmica do sistema. 
4.3. Estabilidade Infinitesimal 
A utilização da interpolação local: 
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(4.l6a-b) 
onde $Q,(i=l,2,3,4) sao os polinômios cúbicos de Hermite, sobre 
a forma integral (3 .80), e o uso da montagem padrão do M.E.F., 
conduz ã obtenção do sistema de equações diferenciais lineares 




corresponde a forma discreta da equaçao de perturbação. 
As matrizes globais M, e, ~o, K e K sao obtidas por - - -1 -2 
conveniente das matrizes dos elementos, sendo dadas 
Ne (e) (e) 
Q, 
f e T M _.. E m m = O (µA+pAf)!! dz 
e=l - -
Ne ( e ) (e) 
Q, 




K = K· +K +K +K 
-O -01 -02 -03 -04 
Ne (e) (e) Q, e 
K ... E k ~01 = f E!$ $T dz -01 e=l -01 o -,zz-,zz 
Ne (e) (e) fQ,e (e) 
K + E k k =-
0 
(µA+pAf)g h{zl!,z -02 e=l -02 -02 
Ne (e) (e) Q, e 
K ... E k k = -J (A p*+N*)$ $ Tdz 
-03 e=l -03 -03 O f -,Z-,Z 
{Ne) {Ne) 
(N*+ Afp*)!(\ )!:z(\l K + k k = -04 -o, -o, 
Ne (e) (e) Q, e 
K ... E k k = fo pAf $ $ T dz -1 e=l - l -1 ,zz 
por: 























.Q, f e (e) T 
= - o pAf h(z)$,Z$,Zdz 
onde h (z) e uma função que define localmente,para o elemento 
(e) ,a função global (L-X 1 ). 
Essas matrizes apresentam as seguintes propriedades: 
i M = MT - matriz real, simétrica e positiva definida 
i i matriz real, simétrica e positiva definida 
K = K T 
; -03 -03 
; K = KT - matrizes reais simetri 
-21 -21 
case negativas definidas (N*,p*,g - positivos). 
Quando o tubo estã restringido contra deslocamentos trans 
versais: 
iv ) K 
-04 
= o 
V e = -CT - matriz real e antissimetrica 
vi K = KT - matriz rea 1 , simétrica e negativa definida _1 _I 
Vi i ) ~22 
T matriz real antissimetrica = - ~22 - e 
vii i) K = KT matriz real e simétrica -o -O 
4.3. 1. Estabilidade em sistemas discretos 
O sistema de equações diferenciais lineares (4.17) re-
presenta a forma discreta da equação de perturbação (3.76). Se-
rã em função do comportamento da solução D= O de (4.17) que se 
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pretende julgar a estabilidade da solução trivial das equaçoes 
de perturbação não-lineares (eqs. 3.72c-b). E'. portanto convenien 
te neste ponto apresentar alguns resultados sobre estabilidade 
em sistemas discretos. 
4.3.1.1. Equações variacionais 
O movimento de um sistema dinâmico com n graus de li -
berdade pode sempre ser descrito por um conjunto de 2n equações 
diferenciais de 1? ordem, da forma: 
X= !(t,t) (4.19) 
Assume-se que as funções Yl',(.Q,=1,2 ... 2n) estão convenientemente 
definidas num domTnio V de: 
m2n x [0,t) - espaço movimento, 
e que satisfazem neste domTnio as condições de Lipschitz, isto 
e: 
garantindo [81] que ( 4. 19) tem solução uni ca: 
X ( t) = y*(y*,t) 
- -O (4.20) 
Seja então i* o movimento sobre o qual se estã interes 
sado no estudo da estabilidade, e seja t'". solução de (4.19) na 
vizinhança der*, o movimento perturbado, isto ê: 
(4.21) 
onde w e a perturbação. 
Assim de acordo com (4.19): 
(4.22) 
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que admite a solução trivial~=~- Com essa transformação de c~ 
ordenadas ,o estudo da estabilidade de y* recai no estudo da esta 
bilidade do ponto de equilíbrio~=~-
Se se expande (4.22) em torno de w = O, vem: 
w = ~(t)~ + ~(~,t) (4.23) 
onde i,j = l,2 ... 2n 
e ~(~,t) envolve potências de segunda e de ordens superiores nas 
variãveis yi. 
Em diversas situações se estã interessado no estudo da 
estabilidade de y* ,a pequenas perturbações nas condições ini -
ciais (estabilidade infinitesimal). Se se considera queessas pe.!:_ 
turbações são suficientemente pequenas, de forma que os termos de 
segunda ordem em w. possam ser desprezados em (4.23}, chega-se 
l 
a um sistema de equações: 
w = A w (4.24) 
conhecidas como equações variacionais de Poincarrê. 
- Sistemas canônicos 
Um tipo especial de equaçao variacional surge quando se 
estuda o movimento de um sistema holonômico de partículas sujei 
to a forças conservativas. Neste caso as equações de Lagrange são 
da forma: 
k=l,2 ... n (4.25) 
. 
onde L e o lagrangiano e qk e qk sao respectivamente as coorde-
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nadas e as velocidades generalizadas. 
Se se define agora a variãvel: 
(momentum generalizado) (4.26) 
e se for possivel estabelecer a função H = H(p,q,t) + hamilto -
niano,definida por: 
k=l,2 ... n , (4.27) 
as n equaçoes (4.25) podem ser escritas como um sistema de 2n 
equaçoes diferenciais de 1~ ordem, da forma: 
(4.28a-b) 
conhecidas como equaçoes canônicas de Hamilton. 





z = [ o lI] 
-]! º 
(4.31) 
e uma matriz antissimétrica de ordem 2n. 
E por um desenvolvimento anãlogo ao usado no inicio desta seçao, 
obtem-se a equaçao variacional. 
(4.32) 
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i,j=l,2 ... n (4.33) 
-Se se compara (4.33) com (4.24) ve-se que neste caso o operador 
A tem a forma: 
A = Z Jg ( 4. 34) 
4.3. 1.2. Teorema de Liapunov sobre a estabilidade da 1~ aproxi-
maçao 
Obtidas as equaçoes variacionais,a questão que se col~ 
ca agora ê saber quando a estabilidade da solução trivial do si~ 
tema linearizado (eq. variacional) implica em estabilidade das~ 
lução trivial do correspondente sistema não-linear. Enuncia - se 
para tanto o teorema de Li apunov [57]. 
- Teorema I 
Se o sistema de equaçoes variacionais possui comporta-
mento significativo,então as características de estabilidade da 
aproximação linear são essencialmente as mesmas do sistema com-
pleto de equações não-lineares. 
Por outro lado,se o sistema variacional apresenta com-
portamento critico (não significativo),a anãlise da estabilida-
de baseada na aproximação linear ê inconclusiva e os termos de 
ordem superior,que ocorrem na equação não-linear,devem ser con-
siderados. 
Apresenta-se a seguir alguns resultados sobre estabili 
dade de equações diferenciais lineares, caracterizando em cada 
1 1 3 
caso,quandó o sistema apresenta comportamento significativo ou 
nao. 
4.3. 1.3. Estabilidade de sistemas lineares autônomos 
Seja o sistema: 
(4.35) 
onde os elementos Aij (i ,j=l ,2 ... 2n) de A sao constantes no tem 





j = 1 
Se por outro lado existe uma raiz repetida Ài' a equaçao ante-
rior toma a forma: 
m. 
det [~-À l_! ] = (À.-À) 1 P.(À) 
l l 
m •. 
onde (Ài-À) 1 e um divisor elementar do polinômio caracterfsti-
co. P.(À) ê tal que P.(À.) I O. O inteiro m. ê chamado multipli 
l l l l -
cidade de À. e o numero n., 
l l 
de auto-vetores linearmente indepe~ 
conhecido como dentes associados com Ài' ê 
m. 
= ni então (Ài-À) 1 geral n. < m.; e se m
1
• 
. l - l 
tar simples. 
nulidade de Ài. Em 
ê um divisor elemen-
No caso de sistemas lineares autônomos a estabilidade 
de (4.35) ê julgada a partir dos auto-valores do operador A, PQ 
dendo-se afirmar que: 
- Teorema II 
1) Se todos os auto-valores de A têm parte real negativa, 
o sistema e assintoticamente estãvel, ou seja, todas as soluções 
de (4.35) tendem a zero quando t + 00 
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2) Se todos os auto-valores de A têm parte real nao posi-
tiva, porem algum dos auto-valores têm parte real nula o siste-
ma possui comportamento critico. Se os divisores elementares cor 
respondentes aos auto-valores com parte real nula são todos sim 
ples então o sistema e estãvel (solução limitada). 
3) Se ao menos um dos auto-valores de~ tem parte real p~ 
sitiva o sistema e instãvel, isto e,alguma solução de (4.35)cre~ 
ce ilimitadamente quando t + 00 
Os sistemas para os quais as afirmativasl e 3 sao vãli-
das exi.bem comportamento significativo. Assim,de acordo com o 
teorema de Liapunov,se (4.24) e a equaçao variacional de algum 
sistema não-linear,as situaçôes (1) e (3) sao suficientes para 
se inferir conclusôes sobre a estabilidade ou instabilidade des 
se sistema. 
Observação - No caso de sistemas redutíveis ã forma canônica(eq. 
4.30), desde que a matriz hessiana seja constante no tempo, po-
de-se provar [sn que se À. e um auto-valor do sistema variacio 
J -
nal (eq. 4. 34) então (-Àj) é também u.m auto-valor. Portanto, de 
acordo com o teorema anterior,estabilidade sõ e possível quando 
todas as raízes Àj são imaginãrios puros. Mas nesta situação o 
sistema variacional possui comportamento critico e portanto os 
termos não-lineares terão que ser considerados. 
4.3.l.4. Sistemas lineares com coeficientes periõdicos 
Seja agora o sistema: 
i'.=~{t)y_ (4.36) 
onde os elementos A .. (t) {i,j=l,2 ... 2n} de A sao funções periô-
lJ 
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dicas continuas de t, com período T, isto e: 
~(t+T) = ~{t) (4.37) 
Se se define §(t) = G'.t •:!'.~ .. ,t2n] como a matriz fundamental de 
(4.36), escreve-se: 
§(t) = ~(t) §(t) (4.38) 
e obviamente: 
. 
§(t+T) = ~(t+T) §(t+T) (4.39) 
e da periodicidade de~. vem: 
§(t+T) = ~(t) §(t+T) , isto e: (4.39a) 
§(t+T) e tambêm uma matriz fundamental de (4.36) e portanto po-
de ser escrita como uma combinação linear de §(t), ou seja: 
G(t+T) = ~ §(t) (4.40) 
J e uma matriz constante nao singular ,cujos elementos J .. são os 
1 J 
coeficientes da expansão de §(t+T) no espaço solução §(t). 
A partir da equação anterior pode-se afirmar que: [57 J, 
[ 81] 
- Teorema III 
l) Se todos os Àj (j=l ,2 ... 2n) auto-valores de J têm I Àj 1 
< l o sistema ê assintoticamente estãvel. 
2) Se todos os ÀJ. auto-valores de J têm jÀ.j <lo siste-
J -
ma possui comportamento crítico. Se os divisores elementares cor 
respondentes aos auto-valores com 1 À., = 
J 
são simples todas as 
soluções do sistema são limitadas quando t + oo 
3) Se para algum À. tem-se jÀ.j > l então alguma solução 
J J 
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de (4.36) cresce ilimitadamente com o tempo (sistema instãvel). 
4) O sistema (4.36) tem uma solução periÕdica de período 
T se e somente se existe ao menos uma raiz À.= 1. Se À.= -1 a 
J J 
solução terã período 2T. 
Observação - No caso de sistemas canônicos,se a matriz ~ (eq. 
4.34) ê periõdica ,pode-se afirmar que neste caso [57] se À. e 
J 
um valor característico de J,À: 1 tambêm o serã. Alêm disso como 
- J 
~ ê uma matriz real,se existir um auto-valor complexo existirã 
tambêm o seu complexo conjugado. 
A grande dificuldade no tratamento da estabilidade de 
sistemas lineares periÕdicos,segundo a teoria de Floquet, recai 
na necessidade da obtenção da matriz monodrÔmica ~. o que obvia 
mente não ê uma tarefa simples. Uma forma de superar esta difi-
culdade consiste em utilizar mêtodos aproximados de cãlculo na 
geraçao da matriz J. 
- Integração numêrica da equaçao (4.36) para um conjunto compl~ 
to de condições i ni ci ais. Isto ê, para cada condição inicialf4.36) 
ê integrada em um período T. O vetor solução assim obtido constituirã 
uma coluna de J [57]. Assim de acordo com (4.40) e fazendo-se: 
§(O) = lI ~ = §(T) 
- Aproximação do operador ~( t). Na referência [ 83 J, esta têc-
ni ca ê utilizada discretizando o operador A em operadores sec -
cionalmente constantes (função escada). 
Os mêtodo~ acima descritos,são uteis quando se deseja 
verificar se determinado sistema ê ou não es tãvel. Entretanto se 
se quer obter as regiões de estabilidade,essas têcnicas tornam-
se pouco eficientes, jã que envolveriam um grande numero deite 
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raçoes para a obtenção das fronteiras dessas regiões. Alem dis~ 
so convem observar que estes mêtodos envolvem um_a integração aprE_ 
ximada de (4.36). A partir dai os auto-valores de J são calcula 
dos verificando-se então a estabilidade do sistema. Dessa forma, 
deve-se ter garantida uma grande precisão nessa integração,o que 
dificulta ainda mais o uso destes mêtodos, principalmente em sis 
temas com grande numero de graus de liberdade. 
Um outro enfoque que permite determinar diretamente as 
fronteiras das regiões de instabilidade, sem a necessidade da ob 
tenção da matriz~. baseia-se no fato de que soluções periÕdi -
cas "separam" soluções ilimitadas de soluções limitadas. Este 
mêtodo consiste portanto em determinar sob que condições tais so 
luções periÕdicas existem.e como se verã posteriormente, cor -
responde a uma generalização do tratamento das equaçõ_es de Mathieu 
H i 11 . 
Estas equaçoes têm a forma geral: 
q + íl 2 (]+2E$(t))q = Ü (4.42) 
21T com $(t+T) = $(t) ; T = ~. íl e E podem ser vistos como param~ 
tros que refletem as propriedades do sistema (para E=O, íl e a 
freqilência fundamental de um oscilador harmônico simples). 
Com uma transformação de coordenadas, a equaçao anterior 
pode ser escrita como: 
. 
t_ = ~(t) y 
[ o -íl
2 (1+2s$) 
l t_ = [q qJ T A = (4.43) l o 
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e se se adota §(D) = l_! , obtem-se ~ = §(T). 
Por outro lado pode-se mostrar que [57]: 
e portanto a equação caracteristica sera: 
À2 - 2aÀ + 1 = D, 
onde: 
(4.44) 
A equaçao característica (4.44) permite analisar o com 
portamento do sistema (4.42),quando se variam os parimetros Q e/ 
ou E, Inicialmente observa-se que para a 2 < l,os auto-valores 
À1eÀ 2 são complexos conjugados;e como À1 À2 = 1, IÀ 1 1 = IÀ 2 1 = 1 
e pelo Teorema III todas as soluções de (4.42) são limitadas.Se 




são reais e como À1 À2 = l, uma das raizes terã 
l"I > l, e portanto a solução e ilimitada. Quando a 2 = l, À1 = 
= À2 = 1 ou À1 = À2 = -1 e portanto em qualquer dos casos,ao me 
nos uma solução e periÕdi ca. Concluindo-se: a região em que os 
multiplicadores característicos "i (i=l ,2) são reais coincide com 
a região de instabilidade (soluções ilimitadas). Por outro lado, 
a região de multiplicadores caracteristicos complexos correspo~ 
de ã região de estabilidade (soluções limitadas). Mais importa~ 
te ainda,a fronteira entre estas regiões e caracterizada por s~ 
luções periõdicas de periodo T(se À
1 2
=1) e 2T (se À
1 2
= -1),i~ , , 
soe facilmente entendido se se observa que a raiz À= O nao p~ 
de existir. A representação grãfica(fig.4.3) mostrada, demonstra 
claramente esta conclusão, 
As observações anteriores podem ser sintetizadas na se 
guinte afirmativa: [18] 
- as regiões de soluções ilimitadas sao separadas das regiões de 
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estabilidade, por soluções periÕdicas de periodo Te 2T, ou se-
ja: duas soluções de periodos idênticos limitam a região de ins 
tabilidade e duas soluções de periodos diferentes limitam as re 
giões de estabilidade. 
lm )1. 
\ -
-1 -1 1 À 1 ReÃ 
)l.2=x, ~ 
)1,2=)1., 
Fig. 4.3 - Comportamento dos multiplicadores característicos 
Portanto,fixando-se por exemplo íl,a caracterização das 
regiões de instabilidade (ressonância parametrica) reduz-se ao 
problema de determinar sob que condições a equação diferencial 
(4.42) admite soluções periÕdicas de periodo Te 2T. Conforme 




Para k; 1 tem-se a região principal de instabilidade ,e para 












Fig. 4.4 - Regiões de ressonância paramêtrica 
Estas mesmas idêi as podem ser general .i zadas [81] para 
o tratamento de sistemas de equações diferenciais de 2~ordem com 
n graus de liberdade. Considera-se que na forma normal essas equi 
- -çoes sao expressas por: 
l_ = ~(t) y_ 
com: ~(t) = [B+c:p(t)] (4.46a-b) 
sendo p(t) periõdico de período T = 2rr/8. Suponha-se ainda que 
a matriz ~,associada ao operador ~.ê tal que se possa garantir 
a condição de que existindo o auto-valor A. de J,existirã tam-, -
-1 -bêm o seu inverso A .. (ja se viu anteriormente que pelo menos , 
no caso de sistemas redutíveis ã forma canônica (eq. 4.28) essa 
1 21 
propriedade ê vâlida). 
Para a anâlise da estabilidade da solução trivial y=Q 
(4.46a) vai se considerar apenas o caso em que a cada valor do 
parâmetro E exista unicamente um par de raízes múltiplas. 
Seja então um par genêrico de auto-valores Ài e seu in 
- l 
verso À .. Considere-se que inicialmente À
1
. ê real; portanto exis-., 
tirâ pelo menos uma solução crescendo ilimitadamente com o tem-
po. Variando-se as características do sistema pode-se chegar a 
situação - l 1 - 1 -1 (raízes mú 1 t iplas ). em que À. = À . = ou À . = À. = 
1 1 1 1 
No primeiro caso a solução e periõdica de período T e no 
do sera periÕdica de período 2T. Se se continua a variar 




e À . 
1 
sao complexos conjugados e portanto de mõdulo igual a 1 (solu -
çao limitada}. 
Assim, a pesquisa de soluções periÕdicas yi de (4.46a} 
permite determinar as fronteiras das regiões de instabilidade por 
ressonância paramêtrica. 
Obviamente,o procedimento acima mencionado nao permite 
determinar as regiões de instabilidade,correspondendo ãs situa-
ções de raízes múltiplas diferentes de ±1, que correspondem as 
regiões de ressonância combinatõria. Assim, quando ocorrem duas 
raízes múltiplas,tem-se a situação de ressonância combinatõria 
com relação a duas freqüências naturais do sistema. E conforme 
mostrado em [18] essas regiões se desenvolvem em torno de: 
1\ ± ílj = ke ; (i ,j=l ,2 ... 2n) ; k=0,1,2,3 ... (4.47) 
Antes de concluir este ítem,cita-se ainda mais um teo-
rema relativo ã equação (4.46a-b): [81] 
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- Teorema IV 
Se B e uma matriz constante e se todos os auto-valores 
de B têm parte real negativa, e se cp(t) e uma matriz periõdica de 
periodo T, então para algum E
0 
> O e para todo E real ou comple-
xo com IEI < E
0
, todas as soluções de (4.46a} tendem a zero qua! 
do t -,. oo 
Os resultados dessa seçao serao aplicados ao problema 
que se estã analisando. 
4.3.2. Escoamento a velocidade constante 
Quando s = constante (~ = O},a equação (4.17) tem coefi-
cientes constantes no tempo, e se se define a transformação: 
V ª { : l (4.48a-b} 
obtem-se o sistema de 2n equaçoes diferenciais lineares de 1~ or 
dem: 
V = A V 
• - 1 
A = [-sM c 
lI 
Assim,de acordo com o Teorema II,a estabilidade da solução Q = Q 
de ( 4. 17) sera julgada a partir dos auto-valores da matriz ~(eq. 
4.49b}. Como a matriz~ e real pode-se afirmar que auto - valores 
complexos ocorrem em pares de complexos conjugados. 
4.3.2.1. Forma variacional discretizada das equações canõnicas 
de Hamilton 
Considere-se inicialmente as situações em que a tubula-
çao tem extremidades impedidas a deslocamentos transversais. As-
1 2 3 
sim de acordo com (3.93) e tendo em vista as definições (3.88 a 
3.92) a forma discretizada do lagrangiano e: 
( 4. 50) 
onde as matrizes globais M, E, ~21 , ~o e ~1 estão definidas em 
(4.18). 
Definindo-se as coordenadas lagrangianas (ver eq.4.25) 
9 = Q 
. 
9 = D (4.51) 
e observando-se a equaçao (4.26), vem: 
E= ~g+ { t(E+2~21l9 ~ 9 = ~- 1 [e- { ~(E+2~21l9] 
(4.52a-b) 
Mas de acordo com (4.27), usando-se (4.50) a (4.52) e a propri~ 




E finalmente da equaçao (4.28b), obtem-se: 
( 4. 54) 
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As equaçoes (4.52b) e (4.54) conduzem a um sistema de 2n equa -
ções diferenciais de l~ ordem, que podem ser escritas como: 
{4.55) 
onde: 
A equaçao (4.55) representa a forma variacional procurada,e sua 
semelhança com a equação (4.32) ê Óbvia. 
A segunda matriz que ocorre nesta equaçao, e que e si-
mêtrica, corresponde ã matriz hessianadÍ\ do sistema,cujos ele -
mentes .tt;ij satisfazem (4.33). Assim,pelo que foi visto no item 
anterior os auto-valores do operador~. (ver eq. 4.34),deste pr~ 
blema,ocorrem sempre em pares simêtricos e portanto de acordo 
com o Teorema II, estabilidade assintótica não ê possivel ,o que 
coincide com o resultado apresentado em [27]. Alêm disso ,como el 
sa matriz ê real,se À ê um auto-valor complexo, existirão os a~ 
to-valores X, (-À), e (-X), resultado que jã havia sido obtido 
previamente no cap,tulo III (eq. 3.120), para uma situação mais 
particular. 
Observa-se outrossim,que a inversão no sentido da vel~ 
cidade de escoamento não altera as caracter,sticas de estabili-
dade do sistema (os auto-valores não se modificam). 
No caso do tubo em balanço, devido ã presença da força 
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nao conservativa (ver eq. 3.99), nao ê possivel escrever-se a 
equaçao variacional na forma (4.55), pois neste caso: 
..i!!... - Q (comparar com a eq. 4.28b) aq k k 
onde Qk representa genericamente a força nao conservativa. 
A existência dessas forças não conservativas pode in-
troduzir amortecimento, positivo ou negativo, no sistema e por-
tanto,em certas situações.deve-se esperar que a posição de equi 
librio seja assintoticamente estãvel. 
Resta finalmente esclarecer.que no caso em que a velo-
cidade de escoamento não ê mais constante (t = f(t); ~!O), to 
das as deduções apresentadas neste item permanecem válidas, a 
unica diferença residindo no fato de que neste caso, o hamilto-
niano (eq. 4.53), e a matriz hessiana definida pela eq. (4.55) 
dependem explicitamente do tempo. Se a velocidade de escoamento 
ê uma função periódica do tempo, a matriz hessiana tambêm o se-
rã e portanto ê vãlida a observação referente ao Teorema III. 
4.3.3. Escoamento pulsátil 
Procurando-se simular o efeito de um bombeamento, vai 
se supor que a velocidade de escoamento do fluido ê perturbada 
harmonicamente, segundo: 
( 4. 56) 
onde ç
0 
ê a velocidade mêdia de escoamento, wf representa a fr~ 
qUência do pulso de velocidades e a e a relação entre a amplit~ 
. 
de do.pulso e a velocidade mêdia. Se se substituir ç(t) e ç = 
= dç/dt, definidos por (4.56), em (4. 17), obtem-se: 
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(4.57) 
que e um sistema de equaçoes diferenciais de coeficientes peri~ 
dicos de periodo T = 2rr/wf. 
Conforme explicado no item 4.3.1.4, os valores dos pari 
metros,que definem as fronteiras das regiões de ressonância pa-
ramêtrica,serão calculados determinando-se sob que condições 
(4.57) admite solução periõdica de periodo Te 2T. Assim,segui~ 
do-se o mêtodo proposto por Bolotin [18}, as soluções periÕdi -
cas de (4.57) sao expressas por uma serie de Fourier da forma: 
~(t) = t I ~ksen kwf 2 k=l ,2,3 .. + l ~kcos kwf i k=0,1,2 .. 
(4.58} 
onde para k=l ,3,5.;., D tem periodo 2T e para k=0,2,4 ... D tem 
periodo T. 
Substituindo-se (4.58) em (4.57} e grupando-se os ter-
mos de mesmo sen kwft/2 ecos kwf t/2, chega-se a dois conjun -




Assim correspondendo a soluções de periodo 2 T, obtem-se: 
]!:_2 2 E21 !21 !22 ~3 
/;; 1 2 /;; 11 }!11 F12 A1 
G12 º" H 1 1 !! l 2 
= o ( 4. 59) 
~l 
Q22 Q21 !! 21 !! 2 2 B3 
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sendo: 
~ 1 1 
l w2M !So /;
2(1-a+ ª2 = 4 + + --yl_lS1 f- o 
~ 1 1 
l l = - w i; ( a- 2 ) C - 2 wfa!;o_lS2 4 f o -
l . l wfa!; K2 ~ 1 1 = 4 wf!;o(a+2)~ - 2 O-
l 
wf~ !So ~
2 ( l +a+ ª2 !! 1 1 = 4 + + --yl !S1 o 
9 w2M !So 1;2(1+ 
ª2 
!l: 2 2 = 4 + + --yl !S1 f- o 
E21 




l wfa!; K2 = 4 - 2 o-
~ 2 2 
3 
wfl;o~ = 2 




wfal;o_lS2 = 4 2 
I! 1 2 = 
l al; 2{4+a)K 1 4 o -
l l wfal; K2 f21 = 4wfa!;o~ + 2 o-
G12 = -F12 
!!21 = {!12 H22 = !l:22 
Semelhantemente para soluções de periodo T ter-se-ia: 
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r 2 2 p -21 221 Q -22 Q -23 :i 4 
p 1 2 p 1 1 21 1 21 2 213 :i 2 
R R 
~li 
s s B = o (4.61) - 1 2 - 1 1 -12 - 1 3 -o 
!! 2 2 !! 21 ~21 ~22 ~23 ~2 
!! 3 2 !! 3 1 S 3 1 ~ 3 2 ~ 3 3 B4 
sendo: 
2 1 2 = -w 1; e f o-
!! I 1 
l g 1 1 = 2 
~o 1;2(1+ 
Ct2 
~ 11 = + -y)~l o 
~ 1 2 = a.l;2K o- 1 
!! 2 1 = -912 
~21 
(4.62) 
Os sistemas (4.59) e (4.61) admitem solução nao trivial 
129 
quando os determinantes das matrizes dos coeficientes de 1k e 
~k forem nulos. Obviamente isso envolve o cãlculo de determina~ 
tes que são infinitos e portanto a questão da convergência dos 
mesmos deve ser considerada. Porem,como estã mostrado em [18] 
esses determinantes pertencem ã classe de determinantes normais 
e portanto são absolutamente convergentes. 
Diferentes graus de aproximação sao obtidos,a depender 
do numero de termos adotados na expansao de D. Assim sendo, uma 
primeira aproximação consistiria em: 
det (4.53) 
!:! l l 
€ l l ~ l l ~ l 2 
det ~ l l ~ l l s = o -12 (4.54) 
~21 ~21 ~ 2 2 
Arbitrando-se valores para ~o e a,pode-se determinar os valores 
de wf que satisfazem (4.53) e (4 .. 64) e que definem as regiões de 
ressonância paramétrica. 
Aumentando-se a ordem de aproximação,surgem novas re-
giões de instabilidade,ao mesmo tempo em que maior precisão nos 
valores anteriormente calculados e conseguida. 
Para a segunda aproximação a equação caracteristicaque 
fornece as fronteiras das regiões de instabilidade serã: 
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/Ç_ 2 2 /Ç_ 2 1 ~21 ~22 
/Ç_ 1 2 .lÇ_ 11 ~ 1 l ~ 1 2 
det º l 2 º11 !! l l = o (4.65) !f_ 1 2 
G22 º 2 l !! 21 !f_ 2 2 
p 2 2 ~21 Q21 222 223 
~ l 2 ~ l l 211 21 2 213 
det !! l 2 !! l l !: 11 § l 2 !: l 3 = o (4.66) 
!! 2 2 !! 2 l §21 !: 2 2 !: 2 3 
R R s !: 3 2 § 3 3 -32 - 3 l - 3 l 
As equaçoes (4.63) a (4.65) serao usadas para a deter-
minação das regiões de ressonância paramêtrica. 
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CAPITULO V 
RESULTADOS NUMtRICOS E CONCLUSÕES 
5.1. Introdução 
Com os resultados apresentados no capitulo anterior,tê~ 
se agora as ferramentas necessãrias para que sejam analisadas al 
gumas situações de interesse. Os exemplos que serão mostrados a 
seguir têm a finalidade bãsica de caracterizar a influência do 
parâmetro - velocidade de escoamento - sobre a questão da estabi 
lidade e sobre as propriedades vibratõrias de tubulações. 
A discreti zação espacial (a menos que seja dito expl i c.:!_ 
tamente o contrãrio) foi sempre obtida dividindo-se cada vao da 
tubulação em quatro elementos iguais; e os resultados numêricos 
estão apresentados em termos dos parâmetros adimensionais defini 
dos no item (3.6.3). 
Embora estes resultados refiram-se sempre a tubulações 
retas, ressalta-se aqui a possibilidade de utilização do progra-
ma desenvolvido,na anãlise de tubulações que se comportam estru-
turalmente como "põrticos planos''. 
5.2. Estabilidade infinitesimal 
5.2.l. Escoamento a velocidade constante 
Visando-se avaliar o comportamento da discretização ut.:!_ 
lizada, na tabela!, estão apresentados os cinco primeiros valo-
res críticos (a ) associados ã instabilidade elãstica (y=O), com . c 
parando-os com os valores exatos (eq. 3.llla-e). 
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TABELA I 
Viga bi-apoiada Viga bi-engastada Viga contínua com dois vaos 
Calculado Exato Calculado Exato Calculado Exato 
3. 1 42 11 6.306 211 3. 142 11 
6.306 211 9. 1 O 1 8.987 4.498 4.493 
9. 580 311 12.649 411 6.306 211 
13.856 411 l 7. 332 15.450 7.786 7.725 
17.557 511 22.691 611 9.580 311 
Para os primeiros auto-valores verifica-se que a con -
cordância é muito boa e tende a degenerar â medida que os auto-
valores crescem. Melhor precisão é conseguida se se utiliza maior 
numero de elementos. 
Nas figuras (5. l) a (5.5) estão plotadas as curvas de 
variação dos auto-valores Ài do sistema correspondente ã equa-
ção (4.49a-b),com a velocidade de escoamento adimensional v, Pi 
ra diferentes condições de apoio. A parte imaginãria dos auto-
valores (lmÀi) estã associada ã freqüência de vibração e a par-
te real (ReÀ.) representa o amortecimento. Os grãficos obtidos 
l 
são simétricos em relação ao eixo das velocidades, estando tra-
çadas apenas as curvas correspondentes a lmÀi > O. 
Para os tubos apoiados e bi-engastado (figuras (5.1) -
(5.3)) observa-se que sempre ocorre ''flambagem" antes do apare-
cimento de instabilidade dinâmica, e ela estã associada ao pri-
meiro "modo". 
Verifica-se também a existência de três regiões bem de 
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Fig. 5.1 - Curvas características - Sistema autônomo 
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Fig. 5.2 - Curvas características - Sistema autônomo 
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Fig. 5.3 - Curvas caracteristicas - Sistema autônomo 
Tubo com dois vãos - (8=0.5, y=f=v=O) 
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1 ~ região ReÀ. =O ImL,#0 para V < 1 ~ V 
1 1 c 
2~ região Re1c.tO Im1c.=O para 1~ V < V < 2~ V 
1 1 c c 
3~ região Re\ to Im1c.;éO 
1 
para V > 2~ vc 
A 1~ região define um carãter vibratõrio e um comport~ 
mento crTtico do sistema. A 2~ região demonstra a possibilidade 
de amortecimento crTtico (Re1c
1
<0; Im1c 1 =0) no 19 modo. A 3~ re-
gião caracteriza a ocorrência de superposição de modos. Todos 
estes resultados estão de acordo com a anãlise qualitativa de-
senvolvida no capTtulo III (Ttem 3.6.3.2-a). 
a Para quase todos os valores de v satisfazendo v>l. v , 
- c 
existe algum auto-valor com Re1c.>O, e portanto o sistema e ins-
1 
tãvel; conclusão que se apoia no teorema II (capTtulo IV - seçao 
4.3.1.3). A existência de uma pequena faixa de velocidades, pr.§_ 
xima ã 2~ vc' para a qual todos os auto-valores têm Re1ci=O e Im 
À.;tO (ver fig. 5.2) indica a possibilidade de se ter estabilida 
1 
de, o que estã de acordo com a caracterTstica de estabilização 
de sistemas por forças giroscõpicas. 
Ressalta-se ainda que a inversão no sentido da veloci-
dade de escoamento não altera os grãficos das figuras (5.1) a 
(5.3), o que tambêm jã havia sido previsto pela equação (4.55). 
Para o tubo em balanço (fig. 5.4), quando o fluido es-
coa da extremidade fixa para a extremidade livre, o fluxo intr~ 
duz um amortecimento positivo (Re1c.<O),que tende a estabilizar o 
1 
sistema (estabilidade assintõtica). 
"/'i medida que a velocidade de escoamento cresce, este efej_ 
to estabilizador tambêm cresce para o primeiro modo. Isto não ê 
verdade, entretanto, para o segundo e o terceiro modos, para os 
quais existem velocidades associadas com instabilidade dinâmica. 
Verifica-se tambêm, que para o primeiro modo existe uma faixa de 
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Fig. 5.4 - Curvas características - Sistema autônomo 
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Velocidade Adirriensional v 
Fig. 5.5. Curvas características - Sistema autônomo 
Tubo com balanços - (S=0.5, y=r=v=O) 
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velocidades onde ImÀ 1 =O. Isto ocorre no intervalo entre dois pon 
tos consecutivos de bifurcação da curva ReÀ 1 • Para estes valo -
res de v,não existe vibração no primeiro modo, e pode-se dizer 
que um amortecimento cr,tico foi introduzido no sistema. 
A inversão do sentido da velocidade de escoamento leva 
a uma inversão do grãfico ReÀ, ou seja, para valores de v prõx~ 
mos a zero o sistema torna-se instãvel, o que ê uma conseqüên -
eia da inversão do sentido da força não conservativa (ver equa-
çao (3.100)). 
A figura (5.5) ref~re-se a um tubo bi-apoiado com dois 
balanços. Para este caso obtem-se a menor velocidade cr,tica as 
sociada ã instabilidade dinâmica. Este fato ê devido a presença 
do balanço e ao efeito desestabilizador da orientação do fluxo 
(da extremidade livre para o suporte). 
Na figura 5.6,a variação dos auto-valores À, para um t~ 
bo vertical sob a ação do campo gravitacional (Y=lOO), e apre -
sentada na forma do diagrama complexo de Argand, sendo que, os 
pontos indicados sobre as curvas representam os valores das ve-
locidades de escoamento. Estes resultados retirados de [1 J con 
cordam perfeitamente com aqueles apresentados na referência [lo]. 
Os resultados,plotados neste diagrama mostram que para 
B=O.l, ''flutter'' ocorre para v > 9.2 e estã associado ao segun-
do modo. Jã para B=0.2 instabilidade dinâmica oiorre para v>lO.~ 
quando a parte real do auto-valor correspondente ao terceiro m~ 
do torna-se positiva. Em princ1pio,flutter pode ocorrer em qual 
quer modo,dependendo dos valores dos parâmetros do problema.Ne~ 
ta situação particular a açao da gravidade ê favorãvel do ponto 
de vista da estabilidade,pois tem um efeito de aumentar as fre-
õ .. 


















Fig. 5.6 - Variação dos auto-valores com a vel. de escoamento 
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Fig. 5.7 - Variação dos auto-valores com a vel. de escoamento 
s = 0.77, y = r = v = o 
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qüências de vibração. 
A variação dos auto-valores,quando o parâmetro S, que 
define a relação entre a massa do fluido e a massa total do sis 
tema, vale S=0.77 estã mostrada na figura (5.7). 
5.2.2. Escoamento pulsãtil 
Os resultados mostrados nas figuras (5.8) a (5. 12) re-
ferem-se ã situação em que a velocidade de escoamento e pertur-
bada harmonicamente (eq. 4.56), 
V= V (]+a COS ílt) , o 
e procura caracterizar a influência dos parâmetros v
0
, a e n, 
que definem as caracter1sticas do escoamento, sobre a estabili-
dade do sistema. Por esta razão,as anãlises efetuadas,se pren-
dem ã variação desses parâmetros. A velocidade media v
0 
e a fre 
qüência do pulso de velocidades n estão adimensionalizadas se -
gundo (ver 1tem 3.6.3): 
A 1 / 2 





= 1(11A+pAf)J i/ 2 L 2w 
L EI f 
As figuras (5.8) a (5.10) relacionam-se com o caso bi-
apoiado,e os diagramas (5. 11) a (5.12) correspondem ao tubo em 
balanço. Os grãficos apresentados nestas figuras mostram as re-
giões de ressonância parametrica,relacionadas com as três meno-
res freqüências do sistema, e esses resultados foram obtidos ado 
tando-se S=0.5, r = v = y = O. 
As fronteiras das regiões principais (per1odo 2T) es-
tão traçadas com linhas hachuriadas e linhas tracejadas, corres 
142 
pondendo respectivamente a primeira aproximação e ã segunda apr~ 
ximação. As linhas cheias.fornecem as fronteiras das regiões se-
cundãrias (periodo T) associadas ã primeira aproximação. As re-
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Fig. 5.8 - Regiões de ressonância paramêtrica - tubo bi-apoiado 
Comparação entre a l~ e 2~ aproximação 
143 
Para a=O (sistema autônomo) a equaçao variacional ga -
rantia a ocorrência de instabilidade para v >TI (ver figura 5. 1). o-
Comportamento bastante diferente surge agora quando afO. Nestas 
situações (ver figs. (5.8) e (5.9), instabilidade dinâmica (re~ 
sonância paramêtrica) pode ocorrer para qualquer valor de v
0
• 
As figuras (5. 8) e (5. 9) apresentam regiões, no plano 
(v
0
,íl) ,para valores fixos de a. As regiões principais, conforme 
se pode notar, são aquelas limitadas por soluções de período 2T 
e que se desenvolvem em torno de 2ImA., sendo ImA. as freqUên-
1 1 
cias naturais do sistema autônomo (ver fig. (5.1)). 
Na figura (5.8) ê feito um estudo comparativo,entre a 
primeira aproximação (eq. 4.63) e a segunda aproximação (equa 
ção 4.65) utilizadas para a obtenção das regiões principais de 
ressonância paramêtrica. Pode-se ver que na segunda aproximação 
surgem novas regiões de instabilidade, desenvolvendo-se em tor-
no de 2ImA./3. Entretanto,estas regiões são de pouca importân -
1 
eia. Vê-se tambêm ,que para as regiões principais ,a primeira apr~ 
ximaçâo difere pouco da segunda, no intervalo O<v <TI, e ê exata 
. - o- -
mente neste intervalo que se torna interessante a caracteriza -
ção das regiões de ressonância paramêtri ca. Portanto ,para estes 
casos,o uso da primeira aproximação parece ser suficiente. 
A figura (5.9) procura mostrar a influência do parâme-
tro a sobre as regiões principais. Verifica-se que aumentando -
se o valor de a, ocorre uma amplificação bem como uma distorção 
dessas regiões. Obviamente quando a+O estas regiões tendem a li 
nhas (ressonância simples). Para a=O. 1 fica evidenciada a ten-
dência dessas regiões de inclinarem-se para baixo, o que pode 
ser explicado pela variação das freqUências ,com a velocidade v
0 
l 44 
(ver fig. 5.1). 
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Fig. 5.10 - Regiões de insta 
bilidade no pla-
no (íl x a) 
A variação de íl com o parâmetro a estã mostrada na fi-
gura 5.10, para um valor fixo da velocidade adimensional de flu 
xo v
0




,não existe amortecimento em nenhum dos modos de vibração 
(ReÀi=O). Porisso mesmo as regiões de ressonância se estendem 
atê o eixo a=O. 
Situação distinta ocorre no caso da viga em balanço.A~ 
sim,por exemplo.na figura 5.11 as regiões de instabilidade nao 
mais se prolongam atê a=O, e isso e devido ao amortecimento in-
troduzido pelo escoamento do fluido (ver fig. 5.4). Para esteva 
lorde v
0 
todos os auto-valores do sistema autônomo têm ReÀ.<0 
l 
e a não existência, neste caso, de ressonancia 
explicada pelo teorema IV - item 4.3. 1.4. 
paramêtrica estã 
A presença deste amortecimento e favorãvel â estabili-
dade do sistema pois desloca as regiões de instabilidade param~ 
tricapara a direita. Nota-se tambêm que para este valor da ve-
locidade de escoamento (v
0
=2) o amortecimento relativo entre os 
modos ê maior para os modos inferiores, implicando em que,as re 
giões de ressonância paramêtrica que se desenvolvem em torno das 
freqüências mais baixas do sistema, estejam mais deslocadas pa-
ra a direita. 
A figura 5.4 mostra tambêm que neste caso, o primeiro 
modo ê sempre estãvel. Porisso mesmo nos diagramas (5. 11 )e(5.12) 
não existem regiões de ressonância paramêtrica associadas a es-
te modo. 
Finalmente nas figuras (5. 11) e (5. 12) ê feita tambêm 
uma comparação entre as duas primeiras aproximações usadas para 
o traçado das regiões principais. Verifica-se nestes graficos,que 
para valores pequenos de v
0 
e a,os resultados obtidos nos dois 
casos são praticamente idênticos. Porêm,â medida que estes pari 
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Parâmetro o Vel.Adim.Média v0 
Fig. 5.11 - Influência do amortecimen Fig. 5.12 - Regiões de 





tes a estas duas aproximações vai sendo obtido, justificando po~ 
tanto o uso de aproximações de ordem superior, com o que, conse-
gue-se melhor precisão nos cãlculos. 
5.3. Vibrações livres 
Os resultados apresentados nas figuras 5.13 a 5.15 refe 
rem-se ao problema de vibrações livres lineares de um tubo bi -
apoiado, com B=0.5, v=f=y=O. A velocidade adimensional do fluido 
foi tomada igual a 6.33, valor para o qual, conforme mostrado na 
fig. 5.1, ocorre superposição dos dois primeiros modos. 
Nas figuras 5. 13 e 5. 14 ê mostrada a evolução do movi -
mento de três pontos característicos desse tubo, definidos pela CQ 
ordenada adimensional x=l/4, 1/2 e 3/4. As condições iniciais uti 
lizadas no traçado da fig. 5.13 estão desenhadas nas figs.5.15a-b 
e correspondem ã auto-função associada ao auto-valor À= -0.434± 
±6.966i. Para a figura 5. 14 as condições iniciais correspondem ã 
auto-função para a qual À= +0.434±6.966i e estão mostradas nas 
figs. 5.15 e-f. Ambos os auto-valores estão associados a v =6.33 
(ver fig. 5.1). 
Na obtenção desses resultados utilizou-se a mesma dis -
cretização espacial usada anteriormente no correspondente probl~ 
ma de auto-valor (4 elementos), e a integração numêrica da equa-
ção (4.17) foi feita adotando-se para intervalo de integração o 
valor: 
211 
T = ImÀ 
E: claramente visto que os movimentos vibratõrios, repre-
sentados nas figuras 5.13 e 5.14,são amortecido e amplificado res 
pectivamente, o coeficiente de amortecimento ou amplificação sen 
148 
1. ~------~--~I --=-::!---=::lc---------r-----~JC--------, 
....... A . . • à 
~ r~25 1'025 r0.25 ·ro.25f 
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Tempo Adimensional ( lm >.. õ/2lí) 
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Tempo Adimensional ( lm >.. 'õ/2 lí) 
Fig. 5.14 - Vibrações livres.Sol. linear {S=0.5, v=6.33, ReÀ>O} 
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do dado pela parte real de À, Vê-se tambêm que nao ê possível Ci 
racterizar um modo "standard" de vibração. Uma configuração, que 
em determinado instante ê semelhante ao segundo modo,pode gradat.:!_ 
vamente evoluir para uma configuração similar ao primeiro, con -
forme estã ressaltado nas figuras (5. 15c-d,g-h). 
AMORTECIDO AMPLIFICADO 
~deslocament~ 
{a) {e l 
CONDIÇÕES INICIAIS · 
~ velocidadesL~---º_,·2_4 _ _,,,_ ___ .-__ 
7 
~ ~(b) {f) 
0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 
0.0396 'ó=0.2 0.0478 'õ=0.3 
0.0396 0.0478 
{ e l (g) 
~ =0.456 DEFORMADAS "6=0.544 
----- o.0J41 --------- ~ 0.0!16 ~ {d) { h) 
Fig. 5.15 - Caracterização da distorção dos modos normais 
O segundo exemplo de vibrações livres a ser apresentado, 
procura comparar a solução linear,com a resposta obtida quando se 
utiliza o modelo não-linear incremental desenvolvido no cap1tulo 
IV-seção 4.2. Antes da discussão ~este problema ê. conveniente de 
monstrar a possibilidade da utilização do modelo de elementos fi 
l 50 
nitos elaborado,(discretização em elementos retos - atualização 
das coordenadas nodais dos elementos),no tratamento de proble -
mas de flexão de vigas envolvendo grandes deslocamentos e gran-
des rotações. Com essa finalidade estuda-se o caso de uma viga 
em balanço, sujeita a um momento concentrado atuando no bordo li 
vre. Na figura 5. 16 comparam-se os resultados numéricos obtidos, 
com a solução analítica dos deslocamentos e da rotação da extre 
midade livre, que e: 
I= 
C\I 
























L = (1-cos q,)/q, 
L =100 in 
I =0.01042 in4 
A =0.5 in2 





-- 5 elementos 
--- sol.analítica 
Fig. 5.16 - Curva Momento x Deflexão - Caso estitico 
A observação dos diagramas apresentados nesta figura, 
calculados utilizando-se 5 elementos iguais, 125 incrementas de 
carga e sem se fazer iteração de equilíbrio, demonstra a efkien 
l 51 
eia do modelo de viga proposto,na solução deste problema. Convem 
notar que para K=0.5, o deslocamento horizontal da extremidade li 
vre vale {-L) e a rotação e igual a (rr). 
Seja agora o problema de vibrações livres de um tubo em 
balanço, com B=0.5, conduzindo um fluido que escoa a velocidade 
constante, da extremidade fixa para a extremidade livre. Na fig~ 
ra 5.4 jâ se havia mostrado anteriormente o comportamento dos a~ 
to-valores deste sistema, verificando-se que, para a curva cara~ 
terística (À 2 ,v) associada ao segundo modo, obtinha-se ReÀ 2 >0 Pi 
ra v> =9.52. Assim sendo, procurou-se agora analisar o comporta-
mento da resposta dinâmica deste sistema, quando a velocidade ad__!_ 
mensional de escoamento do fluido vale 10 e 15,comparando-se nas 
figuras 5. 18 e 5. 19 os resultados obtidos, utilizando-se a apro-
ximação linear e o modelo não-linear. A condição inicial tomada 
nos dois casos foi a mesma, representando deslocamentos nulos e 
uma distribuição de velocidades (ver figura 5.17) que correspon-
de ao segundo modo normal de vibrações livres lineares (v=O). 
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1.5 3. 4.5 
Tempo Adimensional( lm >-.'õ /2TT) 
Fig. 5.19 - Vibrações livres - Comparação: sol. linear e nao linear 
\ 
6. 
l 5 3 
A discretização de elementos finitos foi feita tomando 
se 4 elementos iguàis e o incremento de tempo utilizado foi: 
1 




21T = EU = ImÀ ImÀ = 65 para V = l 5 
Na solução não-linear foi uiada iteração de equilfbrio, a tole-
rância adotada foi 10- 3 , obtendo-se sempre convergência com ap~ 
nas l iteração, o que se deve possivelmente ao pequeno incremen 
to de tempo adotado. 
De acordo com os grâficos mostrados nas figuras 5.18 e 
5. 19,verifica-se que a solução linear prevê uma resposta cres -
cendo ilimitadamente com o tempo, esse crescimento sendo bem 
maior no caso da fig. 5. 19 (v=l5),para o qual a amplificação as 
saciada com a parte real do auto-valor e bem maior do que na si 
tuação em que v=lO (ver fig. 5.4). 
Comportamento bastante diferente e obtido no caso nao-
linear. Inicialmente, enquanto os deslocamentos são relativamen 
te pequenos, as duas soluções {linear e não-linear) praticamen-
te coincidem. Entretanto, ã medida em que crescem os deslocamen 
tos, o modelo não-linear e capaz de representar o aumento de ri 
gidez do tubo, conduzindo ã obtenção de deslocamentos sensivel-
mente inferiores aos previstos pela teoria linear, e que perma-
necem limitados no tempo, obtendo-se a condição do ciclo limite 
de flutter. 
5.4. Resposta transiente 
Com a finalidade de ilustrar a aplicação do modelo de 
elementos finitos, desenvolvido neste trabalho, em problemas de 
pendentes do tempo, analisa-se em .seguida a resposta transiente 
154 
de um tubo em balanço, sujeito a uma 
w1 t, atuando na extremidade livre do 
força concentrada F =F sen 
c 
tubo (wl e a freqílencia fun 
damental de vibrações livres lineares do tubo vazio). 
Considera-se que o tubo estã inicialmente vazio, e que o 
escoamento do fluido, que se processa da extremidade fixa para a 
extremidade livre, inicia-se no mesmo instante (t=O) em que a fo_!: 
ça concentrada começa a agir. Não se considerou a ação da gravi-
dade e a pressão de descarga foi tomada p*=O. As caracteristicas 
do tubo e do fluido sao: 
- Diâmetro médio do tubo 
- Espessura do tubo 
- MÕdulo de elasticidade 
- Momento de inercia 
- Massa específica do material 
- Massa específica do fluido 


















2. l x l O 1 1 N /m 2 
2001T cm' 
7.5xl0 3 kg/m 3 
l.Oxl0 3 kg/m 3 
l Om 
Freq~ência fundamental do tubo vazio w 1 = 13.15rd/s 
Os valores numéricos acima especificados conduzem aos se 
guintes parâmetros adimensionais: 
y = o B = 0.77 
O comportamento deste sistema, para o problema de vibra-
çoes livres, jã havia sido previamente apresentado na fig. 5.7. 
Verifica-se desta figura, que amortecimento crítico no 19 modo e 
possivel para valores da velocidade adimensional situados na fai 
xa 2.5 < v < 5.5. 
Com essas observações preliminares os seguintes casos se 
rao agora estudados: 
l 5 5 
a) Escoamento uniforme - anãlise linear 
Este exemplo procura caracterizar a resposta dinâmica 
do tubo, quando o escoamento se processa ã velocidade constan-
te. Na Figura 5.20 estão indicados os resultados obtidos para 
v=O (sem fluido), v=l.Om/s e v=l.Sm/s. 
4.------,------r------,--------,------~ 
':. !F.sen ui 1 t I ~-
~3t--------+--~--+--\---------4-~~7777"7"7~:_-:::_-:_-:::_-:..-v---..;I 
1 
I / 1 
1 I \ 
I . \. 
1 I 'O 
i,: ----- tubo sem fluido 
1 
1 I 1 
.... 2~-------t---+_,_---',------II--' --- V = 1.0 m/s o 
u ---·-·-V= 1.5 m/s 1 1 1 1 . 
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Tempo Adimensional (w I t /21T) 
Fig. 5.20 - Resposta transiente - Escoamento uniforme 
4. 
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O eixo horizontal representa o tempo adimensional: 
e o eixo vertical representa a relação entre o deslocamento dinâ 
mico da extremidade livre e o deslocamento estâtico desta extre-
midade, para F=lOOON. 
A discretização espacial foi feita tomando-se 5 elemen-
tos iguais e o incremento de tempo adotado para a integração do 
sistema de equações diferenciais ordinârias foi: 
T 
/'n = 250 
211 T = 
As projeções, sobre o eixo horizontal, dos pontos A e B 
marcados sobre as curvas, indicam para cada velocidade de escoa-
mento, o tempo necessârio para que o tubo fique completamente cheio 
de fluido. 
Para o tubo vazio a solução cresce ilimitadamente com o 
tempo, como era de se esperar, dada a condição de ressonância si_l!I_ 
ples (a freqüência da excitação ê igual ã freqüência fundamental 
de vibração do tubo). 
Por outro lado, a resposta transiente para V=lm/s e V= 
l.5m/s mostra claramente o efeito amortecedor causado pelo escoa 
mento do fluido, o amortecimento mais efetivo sendo obtido para 
V=l.5m/s. Estes resultados estão de acordo com a anâlise mostra-
da na fig. 5.7, embora seja importante destacar que a estas velo 
cidades de escoamento correspondem valores adimensionais de 0.048 
l 5 7 
e 0.073, os quais estão sensivelmente afastados da faixa de velo 
cidades adimensionais (2.5<v<5.5) para as quais se obtem amorte-, 
cimento critico no 19 modo. 
b) Comparação entre a solução linear e a não-linear 
'1;3 l f sen v.>1 t Q) 
~ 
~ ....... 
1 l2 • V - V=t.5m/s o 
c.J 
:;::: linear F = Fa •e -1/) não linear F= Fo w 
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Tempo Adimensional ( w, t / 2TT) 
Fig. 5.21 - Resposta transiente - Solução não-linear 
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Na figura 5.21 e feita a comparaçao entre a solução li-
near e a resposta dinâmica não-linear quando V=l.5m/s, para dois 
valores da amplitude de carga: 
F = F = 1000N o 
F = 15F 
o 
Na obtenção dos resultados mostrados nesta figura, uti-
lizou-se a mesma discretização espacial e o mesmo incremento de 
tempo usado no exemplo anterior. 
Em linha cheia estã representada a solução linear, que 
obviamente coincide para os dois valores de F, o que não aconte-
ce na análise não-linear (o eixo vertical representa sempre are 
lação entre o deslocamento dinâmico e o deslocamento linear estã 
tico devido a F). 
O efeito do amortecimento introduzido no sistema pelo 
escoamento do fluido, e que estã relacionado com a aceleração de 
Coriolis (eq. 3.39), ê superestimado na anãlise linear, jã que 
neste caso, ao se confundir as configurações deformadas com a 
configuração inicial (instante t=O), ou seja, ao se assumir cos 
~=l, sen~:~ (eq. 3.18), a componentes cos ~ da velocidade tan-
gencial do fluido e aproximada por S· 
Isso nao acontece no modelo não-linear, onde a atualiz~ 
çao da configuração de referência consegue representar a condi-
çao de ser o fluxo sempre tangencial. 
Por outro lado, do ponto de vista estrutural, o modelo 
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linear de uma viga em balanço e menos rigido que o não-linear. 
A partir dessas observações é possivel interpretar os 
resultados mostrados na figura 5.21, obtidos com o modelo não-li 





No primeiro caso, a não-linearidade geométrica da estr~ 
tura e pouco significativa, os deslocamentos são razoavelmente p~ 
quenos, e os resultados apresentados praticamente coincidem com 
os previstos pela teoria linear. 
Para a força de amplitude 15F , a rigidez do tubo au -
o 
menta em relação ãquela obtida com o modelo linear; em contra -
partida a ação do amortecimento diminui, e o equilibrio destes 
dois efeitos contrãrios conduz a deslocamentos pouco inferiores 
ãqueles previstos no modelo linear. 
5.5. Conclusões 
Mostrou-se que nos problemas de vibrações lineares,qua~ 
do o tubo tem extremidades impedidas a deslocamentos trans -
versais, as forças de Coriolis não realizam trabalho, dependem 
da velocidade, e que no sistema linear discreto são caracteriza-
das por uma matriz antissimétrica operando sobre o vetor de des-
locamentos, ou seja, comportam-se como forças giroscõpicas. 
Demonstrou-se que as forças associadas com a aceleração 
centrifuga, dependem dos deslocamentos, podem ser obtidas a par-
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tir de uma função potencial, e que no sistema linear discreto sao 
caracterizadas por uma matriz simêtrica atuando sobre o vetor de 
deslocamentos, isto ê, comportam-se como forças conservativas. 
Utilizando-se o quociente de Rayleigh mostrou-se que no 
problema de vibrações livres lineares au-tônomas, se o tubo têm 
extremidades fixas, os auto-valores sempre ocorrem em pares si-
mêtricos, que não podem existir dois auto-valores diferentes pa-
ra uma mesma auto-função, que se a velocidade de escoamento ê me 
nor que a primeira velocidade critica (auto-valor nulo) todos os 
auto-valores são imaginãrios puros e diferentes, e que não ocor-
li - -rebifurcação no espectro de frequencias do problema estaciona -
rio (v=O). Mostrou-se ainda que, devido ã presença do termo ass~ 
ciado ãs forças de Coriolis, podem ocorrer auto-valores comple-
xos com Re>./0, mas que isso sã pode acontecer se v > l ~ v c e ocor 
rendo anteriormente a coincidência de duas auto-funções origina-
riamente distintas e a correspondente coincidência dos seus au-
to-valores. 
O hamiltoniano e o lagrangiano do sistema foram obti -
dos, demonstrando-se que, se o tubo tem extremidades fixas e se a 
velocidade do escoamento ê constante, o hamiltoniano se conserva. 
Se a velocidade depende do tempo o lagrangiano e o hamiltoniano 
são funções explicitas do tempo. No caso do tubo em balanço, com 
a caracterização do hamiltoniano, demonstrou-se que as forças de 
Coriolis realizam trabalho e obteve-se explicitamente a expres -
são da força não conservativa que atua na extremidade do tubo, 
proveniente do escoamento do fluido, mostrando que se a veloci -
dade de escoamento ê suficientemente pequena e que se o fluxo se 
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processa da extremidade fixa para a extremidade livre,esta for-
ça introduz amortecimento no sistema. A inversão no sentido da 
velocidade causa também a inversão deste efeito, ou seja,a exi~ 
tência de tubulações com extremidades não fixas,pode ser favorá 
vel ou desfavorável do ponto de vista da estabilidade. 
Com relação a estabilidade mostrou-se que se o escoa -
mento e uniforme e o tubo tem extremidades fixas ocorre diver -
gência (flambagem), verificando-se que para v > 1~ vc a posição 
trivial de equilíbrio é sempre instável. Para velocidades meno-
res que a primeira velocidade crítica,o sistema possui comparti 
mento crítico,sendo necessãrio a consideração dos termos não-li 
neares para o julgamento da estabilidade. Quando a velocidade 
de escoamento é perturbada harmonicamente (sistema não autôno -
mo) pode ocorrer instabilidade dinâmica (ressonância paramétri-
ca), para qualquer valor da velocidade, em todos os modos e nas 
suas combinações. Aumentando-se a velocidade média alargam-se as 
regiões da instabilidade o mesmo ocorrendo se se aumenta a sua 
componente harmônica. Para o tubo em balanço,mostrou-se que qua~ 
do o fluxo se processa a velocidade constante,existem valores da 
velocidade para os quais a posição de equilíbrio é assintotica-
mente estãvel. Aumentando-se o valor da velocidade pode ocorrer 
instabilidade dinâmica por flutter,em qualquer modo, mas estan-
do sempre associada a modos isolados. Obteve-se em um exemplo 
particular de vibrações livres não-lineares o ciclo limite de 
flutter,comprovando-se que no modelo não-linear as amplitudes do 
movimento permanecem limitadas. Viu-se também que no caso de tu 
bos em balanço, o amortecimento, que pode ser introduzido no sis 
tema pelo fluxo, é favorãvel do ponto de vista da estabilidade, 
pois existe sempre a possibilidade de que para baixas velocida-
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des de escoamento nao ocorra ressonância paramétrica nos modos 
inferiores. 
Analisaram-se ainda duas tubulações contínuas, as con-
clusões sendo semelhantes ãs que foram apresentadas anteriorme~ 
te. Entretanto, no caso da tubulação com balanços nas extremid~ 
des,obteve-se a menor velocidade crítica (flambagem) comprovan-
do neste caso o efeito desfavorãvel do balanço sobre a estabili 
dade da tubulação. 
Não foram pesquisadas as regiões de ressonãncia combi-
natõria, que também existem nestes problemas, e o estudo da es-
tabilidade restringiu-se sempre ã posição trivial de equilíbrio, 
que nao e a iínica [27], dada as características não-lineares do 
problema. 
A formulação variacional adotada, permitiu tratar de for 
ma integrada os problemas de resposta dinâmica transiente (li-
near e não-linear), vibrações livres (linear e não-linear) e es 
tabilidade dinâmica, conduzindo diretamente ã obtenção de solu-
ções aproximadas, para o que utilizou-se o método dos elementos 
finitos, devido ã maior versatilidade deste,sôbre outros meto -
dos numéricos. A utilização do princípio dos trabalhos virtuais 
mostrou-se particularmente interessante nestes problemas,por Pº! 
sibilitar a avaliação do efeito do escoamento do fluido sobre o 
tubo,considerando apenas as partículas de fluido que a cada ins 
tante estão no interior do tubo. 
Na anãlise não-linear a utilização da forma incremen -
tal, atualizando-se em cada incremento de tempo a configuração 
de referincia, parece ser a mais conveniente neste tipo de pro-
blema,jã que permite avaliar adequadamente o efeito do escoamen 
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to do fluido sobre o tubo, este efeito, neste caso, sendo seme-
lhante ao de uma força não conservativa,distribuída sobre a Pª! 
te da tubulação ocupada pelo fluido e sempre normal ao eixo de-
formado do tubo. Por outro lado,o uso de uma configuração de re 
ferincia constitulda de elementos retos, permite simplificar o , .. 
modelo, tornando-o computacionalmente mais eficiente. O erro in 
troduzido nesta simplificação obviamente diminui,se se utiliza 
um maior numero de elementos para a discretização espacial. En-
tretanto, nos exemplos estudados, situações de grandes desloca-
mentos e grandes rotações foram analisadas satisfatoriamente,usa~ 
do-se um numero reduzido de elementos. 
O exemplo numerico,da resposta transiente de um tubo 
em balanço.serviu para caracterizar o efeito do amortecimento in 
troduzido no sistema pelo escoamento do fluido, que existe,mes-
mo no caso em que o tubo estã enchendo. A comparação das solu -
ções linear e não-linear usadas nesta anãlise demonstrou que o 
modelo linear superestima este efeito. 
Os programas existentes [84] a[87] para a anãlise dinâ-
mica de tubulações de centrais nucleares não levam em considera 
çao os efeitos do escoamento do fluido sobre a tubulação, muito 
embora tenha-se mostrado que os mesmos alteram substancialmente 
as propriedades vibratõrias do sistema. Alem disso, no casomais 
geral, o escoamento e sempre forçado por um bombeamento, e viu-
se que, quando a velocidade de escoamento e perturbada harmoni-
camente, existe a possibilidade de instabilidade dinâmica, mes-
mo quando o fluxo se processa a baixas velocidades. Por isto 
mesmo,nestes casos,pode ser interessante o uso do modelo desen-
volvido neste trabalho na anãlise destes problemas. 
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Reconhece-se que para o fluido o modelo utilizado ê bas 
tante simplificado. Entretanto, como em regime, normalmente sao 
conhecidas a distribuição de pressão e de velocidade ao longo do 
circuito, uma primeira aproximação bastante razoãvel do ponto de 
vista de verificação do efeito do escoamento sobre as vibrações 
da tubulação, seria usar este modelo, considerando-se uma pres -
são p=p(s,t) e uma velocidade mêdia s=s(s,t). 
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- produto escalar de vetores ou tensores 
- produto tensorial 
- produto vetorial 
- produto cartesiano 
- vetor, tensor, matriz 
- transposta de um vetor, de um tensor ou de uma 
matriz 
- base cartesiana de vetores 
- base cartesiana de tensores 
- componente de um tensor na base (e. 8 e.) ou ele _, -J 
mento de uma matriz 
- componente de um vetor na base 
de uma matriz coluna (''vetor") 
e. _, 
- tensor identidade ou matriz unitária 
ou elemento 
- tensor antissimêtrico, ou matriz antissimêtrica 
- existe 




- traço de um tensor 
- parte real de um complexo 
- parte imaginária de um complexo 
- determinante de um tensor ou de uma matriz 
- solução conhecida ou valor prescrito 
- solução perturbada 
177 
(-) - conjugado de um complexo 
li li - norma 
1 - mõdulo 
o - variação 
t - tempo 
li t - incremento de tempo 
t r+l = t + r L'lt 
( )' = a( )/ax 1 
l,s = a( )/as 
R - reta real 
rn 2n - mn x mn 
Hr - espaço de Sobolev de ordem r 
L2 - Hº 
'v - conjunto cinematicamente admissTvel 
ír - espaço das variações admissTveis 
1B - corpo 
!Bt - configuração atual de 1B 
1B c - configuração fixa de referência deIB 
IBr - configuração de IB no instante t = tr 
:X: - ponto material 
X - lugar ocupado - por Y na configuração atual 
X - lugar ocupado por Y na configuração fixa 1B c 
IP - parte de 1B 
aIP - contorno de IP 
m (IP) - massa de IP 


















- descrição espacial do movimento 
- descrição referencial do movimento 
- gradiente em relação a X 
- gradiente em relação a X -
- divergente em relação a X 
- divergente em relação a X 
- gradiente de deformação 
- tensor de deformação de Green-Lagrange 
- parte linear do tensor do E 
- parte não-linear do tensor E 
- tensor constitutivo 
- mõdulo de elasticidade do material 
-·tensor de tensões de Cauchy 
- tensor de tensões de P-K de 1 ~ espêcie 
- tensor de tensões de P- K de 2~ espêcie 
- campo de deslocamentos referido ã configuração 
atual 
- campo de velocidades referido a configuração 
a tu a l 
- campo de acelerações referido a configuração 
atual 
- campo de deslocamentosreferido a configuração 
de referência 
- campo de velocidades referido ã configuração 
de referência 







r+ 1 ( ) 
c 





- densidade da força de massa na configuração 
atual 
- densidade da força de superfície na configura-
ção atual 
- densidade da força de massa na configuração 
de referência 
- densidade da força de superfície na configura-
ção de referência 
deslocamento virtual 
- trabalho virtual das forças externas 
- potência das forças externas 
- trabalho das forças externas 
- variãvel relativa ã configuração lBr+l referida 
ã configuração fixa lBc 
- variãvel relativa a configuração lBr+l referida 
ã configuração IBr 
- incremento da variável, da configuração lBr a 
B +l, referido ã configuração fixa lB r · c 
- incremento da variável, da configuração lBr a 
B 1 , referido ã configuração lB r+ r 
- densidade do material do tubo 
- densidade do fluido 
- área da seção transversal do tubo 
- momento de inércia da seção transversal do tubo 
- área da seção interna do tubo 














= ds/ dt 
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- componentes na base {e.} do deslocamento de um _, 
ponto do eixo do tubo 
- vetores unitãrios tangente e normal ao eixo do 
tubo na configuração deformado 
- componentes nas direções ~te ~n respectivamen-
te, dos incrementos de deslocamento de um ponto 
do eixo do tubo 
- rotação da seçao transversal do tubo 
- velocidade de escoamento do fluido 
- mõdulo da aceleração da gravidade 
- define a inclinação do eixo do tubo em relação 
ã vertical (direção de atuação da aceleração da 
gravidade) 
- pressao interna 
- esforço normal 




- energia cinêtica 
- energia potencial 
- solução aproximada 
1,Q,(Q,=l,2,3,4) - polinômios cúbicos de Hermite 
'!1Q,(lc=l ,2) 
D 
- polinômios lineares 

















- vetor das velocidades nodais 
- vetor dos deslocamentos nodais 
- vetor dos incrementos de deslocamentos nodais 
- vetor de forças externas nodais que atuam no 
instante tr+l 
- vetor de forças nodais, conhecido no instante 
tr, devido aos esforços internos e ãs ações do 
fluido que dependem dos deslocamentos conheci 
dos neste instante 
- matriz de massa atua sobre o vetor de acelera 
ções nodais 
- matriz de "Coriolis'' atua sobre o vetor deve 
locidades 
- matriz de rigidez atua sobre o vetor de deslo 
camentos 
- auto-valor associado ao problema de vibrações 
livres 
- freqUência de vibração 
- período de vibração 
- matriz hessiana 
Parãmetros adimensionais 
- abcissa adimensional 
- deslocamento transversal adimensional 
- tempo adimensional 
- relação entre a massa do fluido e a massa total 
(tubo+ fluido) 









- parâmetro que leva em conta a açao da gravidade 
- pressao interna adimensional 
- esforço normal adimensional 
- auto-valor do problema adimensional 
- auto-valor adimensional, no caso v = O 




- velocidade média adimensional 
- freqOência adimensional do pulso de velocidades 
- relação entre a amplitude do pulso e a velocida 
de mêdia 
